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Vorwort

Vorwort
Schiilern:

Die Basis fur die Entwicklung des vorliegenden Ar-
beitshefts zum Thema Integralrechnung bilden meine
langjahrigen Erfahrungen im Unterricht an Oberstufen
von beruflichen Gymnasien in Stidhessen. Vor allem die an sich das Thema in ganz
heterogene Zusammensetzung in Klassen mit Schile- Ibst erarbeiten konnte und
rinnen und Schilern, die in ihrem Bildungsgang zuvor oMr die Au n im Schulbuch
die unterschiedlichsten Schulformen besucht h
stellen hohe und vielschichtige Herausforder
die Gestaltung von Unterricht. Das bildung
Ziel, das Erreichen der Allgemeinen Hochsc
Schilerinnen und Schiler unabhangiggon i

gpacht, mit lhren
habe alles

matik und
nf. Seit ich

dass die Schilerinnen und Schij 1 e kenne ich
den, wo sie sich befinden. Mei i2der zurlickbléttern

hinweg entwickelten Arbeji P Mathematik und

ie Unterlagen beinhalten fur die Abiturprifung in
essen grundlegende Themen aus dem Bereich der In-
tegralrechung fur Grund- und Leistungskurs und kénnen
in der gymnasialen Oberstufe sowie an Fachoberschu-
len und Einrichtungen, in denen die Allgemeine Hoch-
schulreife erworben werden kann, eingesetzt werden.
Das Konzept des selbstorganisierten Lernens ermdg-
licht auch angehenden Studentinnen und Studenten zur
Vorbereitung auf einen Studiengang, der Mathematik be-
inhaltet, ihre Kenntnisse zum Thema Integralrechnung
aufzuarbeiten.

bestatigen,
ist. Es is

erfolgreich einen Weg zum Thema Integralrechnung fin-
den, die von sich selbst behaupten, Mathematik nicht zu
verstehen. Durch i ' steht
Auch im Bereich der Nachhilfe im Fach Mathematik
Einsatz der Lern- und Arbeitsmaterialien vorzug-
pnet, da die Unterlagen die Bedlrfnisse Ziel-
gsproblem in Mathematik® voll abdeckt.

orderung nach selbstorg
OL) Rechnung getragen und die Zielsel®
er Kompetenzerweiterung erlangt.

Eigene Erfahrung mit dem Einsatz der Unterlagen
zeigen, dass sich haufig bereits schon bei der Bearbei-
tung der ersten i olgserlebnis- Die Unterl
se einstellen ”Ung zum Schilerinnen un

individuell in Lern
Themen erarbeiten
beiten kénnen. Uber

y die nicht von mir - Rahmen so gesteuert
n, den Anstol3 G¥€geben, zum Thema  Apschnitt Einfiihrung in

ng dieses Arbeitsheft in gebundener Form  gchritten werden. Als L
en. n mittlerweile die
estalten, dass ic
Ursula 4 hs wahrnehmen
rinnen und Sch

f ausgerichtet, dass die
hend eigenstandig und
Hause die einzelnen
Izeiten auch nachar-

kann der zeitliche
20 Stunden fir den
chnung nicht Uber-
lichen mir die Un-
uf den Unterricht
die Rolle eines
nd leistungsstar-
en in der Regel

2013 Lehrerselbstverlag rkl, Integralrech ganisiert erlernen



2 Vorwort

vollig selbststandig erarbeiten, kann ich bei Bedarf indi-  jedoch wieder aus, da die Sc
viduelle Unterstiitzung anbieten. Zu Beginn der Stunden  Rechenregeln fiir die

erfolgt eine inhaltsorientierte, fachliche Einfihrung bzw.  zu den Regeln flr

die gemeinsame Wiederholung zur Festigung der bisher s ,
gewonnenen Erkenntnisse und somit die Erweiterung Kapitel 5 oh
der Kompetenz des Einzelnen.

Die Unterlagen sind so gestaltet, dass Erlauterungen,
Erkenntnisse und Ergebnisse vollstandig in das Arbeits-
buch hineingeschrieben werden, sodass keine unuber-
sichtlichen losen Blattersammlungen entstehen und
Informationen ohne Suchaktionen schnell nachges
gen werden konnen. Die vollstadndigen Losungen we
als Download zur Verfugung gestellt. Da dig
erganzend zum Schulbuch eingesetzt
Stellen, an denen beispielsweise wei
durch Ubungsaufgaben gewlinscht si eit aus den Vorbe-
eingefligt, dass Verweise der inMe i diRe ung von Flachen im

r abenstellung fur weitere
;eiterﬁjhr
‘ Kapitel A1 5
nzelnen@n

kénnen. Weiteren Anreg
schen werden gerne auf

tergralrechnung:

gel fur die lineare Substitution wird zunachst
en Grundkurs intuitiv an Beispielen plausibel ge-
ht. Als erweiternde Betrachtung erfolgt an einem
die Integralrech ) eispiel auch die Erarbeitung des ausflhrlichen Sub-

stitutionsverfahrens bei der linearen Substitution. Die

in sich geschlossenes Unterrichtskon Die ein- daher erst nach der Einfuhrung in die e-Funktionen be-
zelnen Kapitel bauen aufeinander auf u ollten daher  grpeitet werden.

in der vorgegebenen Reihenfolge bearbeitet werden. In

Kapitel 1 bis 3 werden anhand der B von Fla- Eine Behandlung des Substitutionsverfahrens auch
chenstiicken bei line lir nicht lineare innere Funktionen und die partielle In-
des Begriffes o diirfte dem Leistungskurs vorbehalten sein
funktion Jod reitung auf das Studium dienen. In beiden
ordi die jeweiligen Integrationsverfahren
funktionen mithilfe von Beispielen
uf komplizierte Verfahren, die
rlangen oder die mehreren
beide Integrationsverfah-
angen. Die Reihenfolge

» Ausfuhrungen zur e-Funktion setzten die Kenntnis von
Der Teil ®infihrung in di egralrechag' It ein  Ableitungsregeln bei der e-Funktion voraus und kénnen

ntkopplung vom Regelwerk fu
ung die oben beschriebene Reduktion

ren bendtige
Kapitel 4 erfolgt unter Verwendung der nun bereits  yon Kapitel 12 u

ekannten Stammfunktign ei chvollziehba-
rer und anschaulicher Integrationsverfah
Die formale Herlej = >_<2 arithmische Integration

ionen und die log-
nd 15 kann erst

liber Grenzwe nach der Behandlung de n Ableitungsre-
nicht notwe geln erfolgen.
werden. alen Cha-

rakter
Binne, n heterogenen Lefngruppen her-

ichen Betrachtungen an Geraden kos-
inn der Unterrichtsreihe etwas mehr Zeit
e direkte Einstieg Uber die Grenzwer
r- oder Untersumme. Das gleicht sich

Irechnung selbstorganisiert erlernen 02-030-251©

Einfihrung in die Integralrechnung

Vorbetrachtungen

Vorbetrachtungen

Wie Sie sicherlich bereits aus dem Physikunterricht der Klasse 11
dem Graphen einer Funktion und der x-Achse eine inhaltliche Bed
Beispiel der Berechnung der Arbeit noch einmal kurz darg

1. Arbeit bei konstanter Kraft

Diesen Sac

2. Arbeit bei zun

Bei einer

s\

m wie fol

ellen:

en zwischen
oll nun am

Produkt aus Kraft F und Weh

o ,Kraft- Weg=F -s“, wird die Arbeit

W berechnet. Damit entspricht die
Flache A des Rechtecks der Arbeit W.

W=F:s
Ubrigens ergibt sich aus den Einheiten
N (Newton) fir die Kraft und m (Meter)
fur den Weg die Einheit Nm

(Newtonmeter) fur die Arbeit. /

iter die Feder
wird, desto

Otigt man.

F,s-Diagramm wie folgt a

Die Flache de
entsprechend z
oben, die Arbeit
Ausdehnen der F

Dreieckflache

A=1F S
2

rrichtet wird, als
1

W =—F!

2

2013 Lehrerselbstverlag

rkl, Integralrech

ganisiert erlernen



Einflhrung in die Integralrechnung
Vorbetrachtungen

3. Arbeit bei sich beliebig @ndernder Kraft

In diesem Fall kdnnte ein F,s-Diagramm so aussehen:

FIN]

&ematische
n fiir Flachen!

g

eitet werden, mit der man
konnen und die keine

, die in einem Koordinate
als Begrenzung haben.

Bevor jedoch di
Verstandnis

in Angriff genommen wird,
de mathematische Vorraussetz

Irechnung selbstorganisiert erlernen 02-030-251©

noch fir das
olt werden.

Einflhrung in die Integralrechnung
Vorbetrachtungen

4. Mathematische Voraussetzungen

ch keine Flachen

g notwendigen
Erkenntnisse werden hier zunachst anhand von Elache i man auch mit den Formeln
trachtyngen, berechnen
Uberprift werden

kann. Das hat den Vorteil, dass viele Ergebniss
i lachen-

kénnen und somit das Verstandnis flr
berechnung erleichtert wird.
Wiederholung von Flachenberechnu

a) Dreiecke im Koordi

ot

schriftung mit Zahlenwerten vorgegeben ist,
Ur die Flache:

0“ A_Qh_ M) _2:62) 24,
2 2

% -

1 2 3 X . . .
o (FE bedeutet Flacheneinheiten)
Ax=

rdinatensystem, dessen Achsen nicht mehr

an fur f(b) den Wert 2b einsetzt,
Satz erganzen:

f(b) ist der

dieser wird bere

Geraden einsetzt.

Flache des Dreiecks A:

nmerkung: Wenn Sie fur b nun de ten Wert 2 eins n Sie wie oben

2013 Lehrerselbstverlag rkl, Integralrech ganisiert erlernen



Einflhrung in die Integralrechnung
Vorbetrachtungen

b) Trapeze im Koordinatensystem

N

90° g rapez im
KoorN .

<

Drehen desTrapezes

Flache eines Trapezes
laut Formelsammlung:

a

e Rec & 5 i'Walt des Trapezes im abgebildeten
dina stem eiEE .
g

fiir Recw ‘
Ubertragt man die Uberlegungen fiir das Dreieck im nicht mit Zahlen skalierten

Koordinatensua sich die folgende Abbildung:

durch entsprechende
\r die Flache des Trapezes
e Formel

------------ Ax

Pegrundung:

Blrechnung selbstorganisiert erlernen 02-030-251© Lelbstverlag

Einflhrung in die Integralrechnung

Kapitel 1 Rand- und Flacheninhaltsfunktion

Kapitel 1: Rand- und Flacheninhaltsfunktion

In diesem Kapitel werden anhand aufeinander aufbauender Aufga
hinsichtlich der neuen Methode, Flachen zu berechnen, erarbeitet.
Aufgabe. Sollten Sie sich hinsichtlich Ihrer Losung nicht sj [
angegeben und Sie finden zum Vergleichen Ergebnisse i

Neue Bezeichnungen und Schreibweisen g

Auf den nun folgenden Seiten wird der B dfunk endet u @n nicht nur mit dem

Buchstaben A sondern in der Schreibwei o(b) a erdeut% Ie sich d'@edeutung.

e Randfunktion: Qe 6
3ild&xargestellten

mmenhange
ie daher keine
il Kontrollergebnisse

Die Randfunktion stellt je Begrenzung o% n Ab
Flachen dar. 9

stabe A et. Im Folgenden wird diese
t eutet Ao( : A von Null bis vier] in der Aufgabe

der y-Ac sogenannten unteren Grenze, beginnt
de x :i4 enannten oberen Grenze, endet. Erlautern

\o(’é&

Der Begriff d

rgeometrischen Mitteln, also mit der
immen Sie dazu die Zahlenwerte

annten Formel fur die
on Ax und f(4) mithilfe der Angabe zur

Randfunktion: f(x)=x Formel

Dreiecksflache:

Grundseite:

2013 Lehrerselbstverlag rkl, Integralrech ganisiert erlernen




Einflhrung in die Integralrechnung
Rand- und Flacheninhaltsfunktion

Kapitel 1

b) Berechnen der Flache Ao(b), also der Flache zwischen x = 0 und
Fur den rechten Wert der Flachenbegrenzung wird nun anstatt Wi

Aufgabenteil a) die Variable x = b verwendet. Bestimm ' um
Aufgabenteil a) die Langen Ax sowie f(b) und geben Si 3 iSTo also Ag(b) an

A Randfunktion: f(x)=x

Flach
d elleblg a

';Achse li nun fur eine weitere
) in der F{ den t Ao(b) = —b2 das b durch ein x ersetzt

o(b) = %M daher: &o(x) =
)

X2

N[ =

Der Slnn fUr dieses rch x besteht darin, dass man nun fir die Berechnung der
abhangig ist. Mit dieser Funktion wird die

Wert fUr x berechnet.

utern Sie durch einen Vergleich mit dem Ergeb a), welche Bedeutung

1

der Zahlenwert hat, der sich durch Einsetzen von 4 in die x? ergibt.

die Ablei
ninhaltsfunktion und
en Sie das Ergebnis mit der
nktion. Was stellen Sie fest?  Vergleic

Irechnung selbstorganisiert erlernen 02-030-251©

Einflhrung in die Integralrechnung

Kapitel 1 Rand- und Flacheninhaltsfunktion 9
Aufgabe 1.2
Als Randfunktion wird nun die Funktion f(x) = 2x gewahlt. Mit [ e

entsprechenden Schritte wie in Aufgabe 1.1 durchgefiihrt wer uf, dass sich der

jeweilige Funktionswert und damit f(x) nun andert.

a) Berechnen Sie den Zahlenwert der markier

warum sich als Formel fiir die Dreiecksflac

: Ao(3) =
Wie In"Aufgabe ' n der \ lenwert 3 auf der x-Achse durch einen variablen
Wert b ergetzt! nen hilfe von Ax und f(b) die Flache zwischen 0 und b also
o(b). (M ebnis: Ao
- R nktlon Ao(b) = %f(b) Ax

f(x) = 2x

ten, soll nun wie in
ufgabe 1.1 c) im

angige Flacheninhaltsfunktio
x ersetzt werden. Tausch
b durch die Variable x aus.

gen Stelle x

o(x) bezeichnet man auch hier als Fla unktion zur Ra

2013 Lehrerselbstverlag rkl, Integralrech ganisiert erlernen



10 Einflhrung in die Integralrechnung
Rand- und Flacheninhaltsfunktion

Kapitel 1

d) Bestimmen Sie die Flache
zwischen 0 und der Stelle x = 3 Ao(3) =
mithilfe der Flacheninhaltsfunktion
und vergleichen Sie das Ergebnis mit

dem im Aufgabenteil a) berechneten  Vergleich:
Wert.

e) Bestimmen Sie die Ableitungsfunktion
der Flacheninhaltsfunktion und
vergleichen Sie das Ergebnis mit der
Randfunktion. Was stellen Sie fest?

n. Ermitteln Sie dabei mithilfe der Randfunktion und
n Zahlenwerte. Tragen Sie fehlende Angaben und
rollergebnis: Ao(2)=4)

Formel Trapezflache:

Lange Seite C!

Irechnung selbstorganisiert erlernen 02-030-251©

Kapitel 1 Einflhrung in die Integralrechnung

Rand- und Flacheninhaltsfunktion 1

b) Wie in den vorangegangenen Aufgaben 1.1 und 1.2 soll a
vorgegebenen Zahlenwert als rechte Grenze, mit einer v
die Flache zwischen 0 und b, also Ao(b) bestimmt werden!
Aufgabenteil a) entsprechend geandert durch. (K llerg

itet und damit
le Schritte von
b2+b)

A .
f(x) Randfunktion
f(x) =x+1

Pltsfunkti
Varia

Variable x.

estimm&i
x=0undd telle x

ie Flach } en
fe der

Flécheninhaltsfunkti% Ao(2) =
vergleichen Sie das Erffebnis mit

Aufgabenteil a).

on Dreiecken und Trapezen im
w. vier Seiten begrenzt. Diese Beg
schreiben Sie, welche Begrenzungen
Flachen jeweils links und rechts sowie o

haben, indem
ie folgenden Satze erganzen.

lle Flachen haben als linke Begrenzung

lle Flachen haben als rechte Begr

2013 Lehrerselbstverlag rkl, Integralrech ganisiert erlernen



Einfihrung in die Integralrechnung
Rand- und Flacheninhaltsfunktion

12 Kapitel 1

Alle Flachen werden am oberen Rand durch die

Alle Flachen werden am unteren Rand durch die

Information

Bezeichnungen verwendet:
¢ Die linke Begrenzung einer,
e Die rechte Begrenzung ein

e lineare
nhange zwischen
den folgenden Satz

b) In allen Beispielen der vor & andfyn
Funktion f(x) verw nisse Z&

der Flachenin f(x), in

*Qdfunktlon indem man die

erkannt, dass man aus der Randfunktion die

Sie haben su%

Flacheninhalts®ktion prinzipiell mit Hilfe einer Umkehrung der Ablei-
tung ermitteln kann. Jedoch fallt es Ihnen schwer, fur diese Rechnung
einen oo maacf ~u finden. Vielleicht ist Ihnen dabei spontan
arts Ableiten® in den Sinn gekom-
den rechnerischen Ablauf zu
zulassig. Sie sehen,
inzufihren. Lesen Sie

gazu die folgende Definitiom®

Der Begriff ,In

c)

ms einer Flacheninhaltsfunktion aus de erm einer

andfunktion wird als Integrieren bezeichnet.

Irechnung selbstorganisiert erlernen 02-030-251© belbstverlag

. Einfihrung in die Integralrechnung
Kapitel 1 Rand- und Flacheninhaltsfunktion 13
Ubungen
U1.1 Bestimmen Sie zu der gegebenen Flacheninhaltsfunktion Ag eh unktion f(x)

a) Ao(x)=2x-2

b) Ao(x)=x?>-5

c) Ao(x)=0,5x%+ x

d) Ao(x) =3x2+2x + 1

e) Adx)=0,7x2—0,1

2013 Lehrerselbstverlag rkl, Integralrech ganisiert erlernen



Einflhrung in die Integralrechnung
Rand- und Flacheninhaltsfunktion

Randfunktion k(x) = 0,25x rechte Grenze x = 3
N
hnende Flache Ao )=
; Kontrollre g n\ggeometrigche Betrachtung:
element etrischer

ciche®Sie die . A @
Q@ Q¢ > Qei Q¢
\ \‘ \ 0\‘
‘\\ Randfunkti +2 te Gr ‘\
\ Iementareﬂ rische Betrachtung: \ o

0 ntrollri er elementargeometrische Betrachtung:
v‘ A\b
@nze x=3 ‘ e > @
Ao(3) = 9

Randfunktion n(x) = x+2 rechte Grenze x = 2,5

Einflhrung in die Integralrechnung
Rand- und Flacheninhaltsfunktion

15

14 Kapitel 1 Kapitel 1

U1.3 Berechnen von Flachen

a) Skizzieren Sie die angegebenen Geraden in den jeweils vorge
Wahlen Sie dabei sinnvolle Skalierungen.

b) Markieren Sie jeweils fur die angegebene rechte bzw. o
farbig.

c) Berechnen Sie die Flache mithilfe der Flachenin

d) Berechnen Sie zur Kontrolle die markierte Flache
Betrachtungen (Rechteck, Dreieck bzw.

Randfunktion f(x) = 2

N

ung Uber elementargeometrische Betrachtung:

ntargeometrische Betrachtung:

ATrapez:

rechte Grenze x = 2

Randfunktion h(x

Kontrollrechnung Uber elementargeome

ADreieck=

02-030-251© 2013 Lehrerselbstverlag rkl, Integralrech ganisiert erlernen
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16 Einflhrung in die Integralrechnung
Von der Flacheninhaltsfunktion zur Stammfunktion

U1.4 Beschreiben Sie unter Verwendung der Ausdriicke
— Randfunktion
— senkrechte Gerade
— x-Achse
—y-Achse
— rechte bzw. obere Grenze
— linke bzw. untere Grenze
— unterer Rand
— oberer Rand
wie die in Aufgabe U1.3 berechneten Flac

. . Einflhrung in die Integralrechnung
Kapitel 2 Kapitel 2 Von der Flacheninhaltsfunktion zur Stammfunktion 17
Kapitel 2: Von der Flacheninhaltsfunktion zur Stammfunktio
In der nun folgenden Aufgabe soll die Berechnung von Flachen, d ta hse beginnen,
untersucht werden.
Aufgabe 2.1
0 Gegeben ist die Randfunktion f(x) = x+1

\ a) Bestimmen Sie die Flacheninhal i [ i xgegebenen Flachen.
ithi [ nktion xefolgenden

g
>

1. Flachen, die nicht an der y-Achse beginnen

nsatz, die Rechenschritte und das Ergebnis.

v P | 2" e
5 f(n?funkt;on I Grenzen fur die Flache:
e
5 ‘ linke Grenze: a=
4
Ll - rechte Grenze: b=

Erlauter

(1)

(2) Av(4)=12-1,5

(3) Ai(4) = 10,5 FE

Irechnung selbstorganisiert erlernen 02-030-251©
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Einflhrung in die Integralrechnung

Von der Flacheninhaltsfunktion zur Stammfunktion

i)

Erlautern Sie den dargestellten Ansatz, die Rechenschritt

Kapitel 2

Irechnung selbstorganisiert erlernen

02-030-251©

Einflhrung in die Integralrechnung

Kapitel 2 Von der Flacheninhaltsfunktion zur Stammfunktion

iv)  Ubertragen Sie die Uberlegungen zur Berechnung d
Fall, bei dem die obere Grenze den beliebigen We
beliebige passende Flache.

llgemeinen
en Sie eine

y4 \
andfunktion
6 f(x) = x+1
5
4
5 4(x) @t @:
2 8
xA \‘

Y Qo*"
sfunkt|§$ X) und A4(x), indem Sie den folgenden

Die mande smd in allen drei Flacheninhaltsfunktionen

orhand chenln ionen unterscheiden sich durch

b)

Verglelchen Sie die erste Ableitung der Flacheninhaltsfunktionen Ao'(x), A1'(x) und A4'(x). Was

Bilden Sie fur die Funktion g(x)=2x+3 die folgenden
Zeigen Sie durch Rechnung, dass sich Ax(x) bzw. As(x)
Ao(x) unterscheiden.

jonen: Ao(x), Az(x) und As(x).
ten —10 bzw. —18 von

2013 Lehrerselbstverlag rkl, Integralrech ganisiert erlernen
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Einflhrung in die Integralrechnung

Von der Flacheninhaltsfunktion zur Stammfunktion

Aufgabe 2.4
Gegeben ist die Randfunktion f(x) = 2x +3.

a) Erlautern Sie die einzelnen Schritte der folgenden Rec

(1) Ao(x) = x2 + 3x (1)

(2) Aa(x) = Ao(x) — Ao(a)

Kapitel 2

tlegungen:

Ie, bezogen auf die Wahl der lin
eninhaltsfunktionen Ag(x) und Aa(x), indem

Die Flacheninhaltsfunktion Ao(x) wird durch Integration der

ur durch eine

Irechnung selbstorganisiert erlernen

c. Wenn man eine Flache
an der linken bzw. unteren Gren
heninhaltsfunktionen fir Flachen, die d

nzt werden, aber nicht an der unteren Grenzg x = 0 beginnen,

02-030-251©

hied zwischen den
e vervollstandigen:

Einflhrung in die Integralrechnung

Von der Flacheninhaltsfunktion zur Stammfunktion 21

Kapitel 2

2. Verallgemeinerungen, Definitionen und Begriffe
Wir haben in den vorangegangenen Aufgaben folgendes fest

inhaltsfunktionen

@Stante ¢ und man
Aus diesem Zusammenhang wird nu wichts "Stamm@w" abel@

[ 4
8,
[
NE] aurch Aite s Aa(x)
) Fw. abstam ichnet

acheginka ktion Aa(X

' Stang g Ron F(x) zug@Nndfunktion f(x).
°
"M
\ 2
diff® ierbare Felhkid (x), fur @< ') = f(x) gilt, wird als Stammfunktion
( W ) beZeichnet, ‘

Ein€ Stammfunk
Namen der R
grolen fQchs™¥en beze Sp.:
Die Stam tion von ird mit

G(x) bezeichnet. 9

e Zu jeder Randfunktion kann man durch Integratio
ermitteln, die sich jedoch nur durch eine Konstant

e Wenn man eine beliebige Flacheninhaltsfu
erhalt die Randfunktion, welche den oharen

ter dem Begriff Stammfunktion versteht.

Geben Sie an, wie man aus der Randfunktion f(x) die Flach Ao(x) erhalt.

an, wie man aus der Flacheninhaltsfunktion Ao(x) eine allge
dfunktion f(x) erhalt.

funktion F(x)

2013 Lehrerselbstverlag rkl, Integralrech ganisiert erlernen
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3. Erganzende Betrachtungen zur Konstanten c

Bestimmte der unbestimmte

Stammfunkti

G(x) =4x*+5x+cC

Verdeutlichen Sie sich das
nebenstehende Ablaufdiagramm u
bearbeiten Sie dazu die folgend
Aufgaben:

X) eindeutig die zugehdrige
unktion g(x) nur die allgemeine bzw.

= ax + b die Stammfunktion. Begrinden Sie,
= 0,5ax? + bx angibt sondern noch eine

c) Fir den Fall ¢ = 0 lautet eine Stammfunktion G(x) = 4x? + 5x. den Wert 10 in
diese Funktionga G(10) = 450. Interpretieren

dass flr + 5x, die anschauliche B

Sie den Merksatz:

man einen positiven Zahlenwert b4

Irechnung selbstorganisiert erlernen 02-030-251©
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Von der Flacheninhaltsfunktion zur Stammfunktion 23
Ubungen
U2.1 In der Abbildung nebenan ist die Funktion h(x) = 0,5x + 1

skizziert. In die unten angegebenen Stammfunktionen wird
der Wert 2 eingesetzt. Entscheiden Sie, mit welcher
angegebenen Stammfunktionen die markierte Flach
berechnet wird:

O H(x) = 0,25x2 + x + 1
O H(x) = 0,25x% + x
O H(x) =0,25x% + x — 1

U2.2 Berechnen Sie zur gege

a) f(x)=x+

nktion f(x) = 0,5x + 2 ergib
in die Stammfunktion fur x einen Wert b
Flache ohne Rechnung flr die jeweils gegebenen

nktion F(x) = 0,25x? + 2x. Setzt
ine Flache. Skizzieren Sie diese
Diagrammen unten.

2013 Lehrerselbstverlag rkl, Integralrech ganisiert erlernen
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1. Grundlegende Betrachtung zur Flachenber

. Einflhrung in die Integralrechnung
Kapitel 3 Berechnung von Flachen mit der Stammfunktion 25
Kapitel 3: Berechnung von Flachen mit der Stammfunktion
Bisher wurden die Flachen zwischen einer Geraden und der x-Ac de nhaltsfunktion
As(x) berechnet. Nun soll das Verfahren verallgemeinert werden, in funktion zur
t fun

Berechnung von Flachen herangezogen wird.
I%ion eine Flache

bzw. erganzen Sie

Zunachst soll im folgenden Beispiel g
berechnen kann und wie die Konsta
dazu die Angaben unten.

Ruckblick:

Im Kapitel 2 wurden fur d unktion

v

1 2 3 4 5 6

As(5) = 5,5 FE

Nun sollen diese FIéchen@r Anwendung der Stammfunktion erneut berechnet und die bereits
bekannten Ergebnisse als Vergleich herangezogen werden.

Ermitteln der allgemeinen Stammfunktion mit
nstante c aus der Flacheninhaltsfunktion

er Stammfunktion fur x =

0,5+1+c=15+c

Berechnen tion fur x =
ung selbstorganisiert erlerne

ehalte hts reserved. fur x =

, auch auszugsweise, vorbehaltlich der Rechte,
aus §8 53, 54 UrhG ergeben, nicht gestatte

SelbstVerlag
es & Freunde GmbH, Koblenz (Ger,
ehrerselbstverlag.de
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Berechnen Sie nun die folgenden Differenzen (beachten Sie, dass bei der S
Klammern gesetzt werden missen) und vergleichen Sie die Ergebni
dargestellten Flachen.

c) Vergleich: 6 \‘6
F(1) und 6 (4) ber @Zahlenwerte sind

en Za n fur die erechneten Flache.

6{&

&ndfunktion f(x) die Flache zwischen

Die uber die Bildu

d) bezlglich der Konstanten fest?

Folgerung aus der Feststellung:

ner Stammfunktion F(x). Da
en jeweils gegebener linker bz
eine Rolle spielt, kann man sie bei

bei der
d rechter

Irechnung selbstorganisiert erlernen 02-030-251©
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2. Vereinbarungen zur Schreibweise

Bei der Berechnung von Flachen mit der Stammfunktion soll di

werden:

Far die Randfunktion f(x) = x + 1 gilt beg
Berechnung der Flache zwischen de
Grenze x = 2 und der oberen Grenz

_1
_(E.

eise vereinbart

32+3)-(%-22+2) =75-4=35FE

se die Flache A;(b) ein. Man schreibt:

2013 Lehrerselbstverlag

nktion verla®™ im Intervall [a;b] oberhalb der x-Achse
x =a als untere Grenze und der Geraden x=b als obe

Danach wird 2 als
untere Grenze in die
Stammfunktion
eingesetzt, d.h. F(2)
wird berechnet.

rkl, Integralrech

ganisiert erlernen
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3. Beispiel fiir die Berechnung einer Flache mithilfe der Stammfun 144
10 AL(4)
Gegeben ist die Funktion f(x) = 2x + 2. Zu berechnen ist die Flache zwischen T -
der unteren Grenze x = 1 und der oberen Grenze x = 4. 1
Randfunktion
9)
11213 4
b) Berechnen Sie jewei

2 FE, 2 FE, 4 FE
1,75 FE, 2,25 FE, 5 FE

in den folgenden Koordinatensystemen,
e A1(2), A2(3) und A2(4) und berechnen Sie

Irechnung selbstorganisiert erlernen 02-030-251©
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4. Berechnung von Flachen links und rechts der y-Achse mithilfe tam
Gegeben sind die beiden Funktionen f(x) = 2x + 2 und g(x) = x + 1,5!

a) Zeichnen Sie die Funktion jeweils in eines der gegebe

\ 4

) =2x + %{: Fw
Fir g(x) = x +1,5 folgtzgg) =

c) Zeichnen Sie fur die Funktion f(x) die untere Grenze x = —1 und die obere Grenze x = 2 deutlich
als senkrechte G '

nze X = —1 und die obere Grenze x = 4

on und Uberprifen Sie die
eiecke auch uber

m Sie jeweils die Flac
argeometrische Betrachtungen bestim

erechnung fur die Randfunktion f(x):

A (0)=[F(x)]° =] I, =

g-h_
2

- P\Dreieck —

ntargeometrisch zum Vergleich: A

Irechnung selbstorganisiert erlernen 02-030-251©
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Berechnung fiur die Randfunktion g(x):

A_(0)=[G(x)]° =[

elementargeometrisch zum Vergleich: A

ichnen Sig die %den
mfunkM eils die
= 3 sowie z ena=-—

a) fx)=x+2

2013 Lehrerselbstverlag

Stammfunktion:
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d berechnen Sie mithilfe der entsprechenden
zwischen der unteren Grenze a = 2 und der oberen Grenze
= 1. Markieren Sie jeweils die zu bestimmenden Flachen.
b) f(x)=2x+5
Xr

ganisiert erlernen
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5. Berechnung von Flachen unterhalb der x-Achse mithilfe de

Zeichnen Sie die Funktion f(x) = —2x — 2 in das Koordinatensy ch Sie mithilfe der
Stammfunktion die Flache zwischen der unteren Gren Grenze b =1.
Interpretieren Sie das Ergebnis mithilfe von entsprec ef®Betrachtungen und
erganzen Sie den Merksatz.

i

c) f(x)=0,25x+0,5

Stammfunktion: F(x) = 90

et die Flachen

unterhalb der x-Achse sind
halb und oberhalb der x-Achse daher

r Ergebnisse.

rkl, Integralrech ganisiert erlernen
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Beispiel fiir die Schreibweise bei der Berechnung von Flachen unterhal
der x-Achse:

Zu berechnen ist die Flache zwischen der x-Achse und der Funktion

erhalb der x-Achse liegt,
ert fur die Flache positiv.
aher bendtigt man keine
Betragsstriche.

Ai+A;=1+4=5FE

Ubungen

U3.3 Ber Sie, warum es sinnvoll ist, die

renzena=-1 un bnis: A= 10 FE)

iS: A= 13,5 FE)

—§x—1 Grenzena=-3 und b=6

Begrindung:

Rechnungen auf der Folgeseite

Irechnung selbstorganisiert erlernen 02-030-251©
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U3.4 Markieren Sie in allen Abbildungen jeweils das Dreieck, welches die
Koordinatenachsen einschlieft. Berechnen Sie die Flache de iecks
elementargeometrisch und dann mithilfe der Stammfunktion!

: e . \09
G| a x QQ‘ \6@
. e

&
N\
&%
& S
o®

O
O
- o

b(x) = 2,5% + 4

Irechnung selbstorganisiert erlernen 02-030-251©
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6. Berechnung von Flachen zwischen zwei Funktionen

In der Abbildung ist eine dreieckige Flache durch die obere Fynktion tere Funktion

a(x) =%x sowie durch die senkrechte Gerade x = 3 begrenz markierten Dreiecks

soll nun mit drei unterschiedlichen Methoden berec
(Kontrollergebnis: 5,25 FE)

yu

e&che des %
herkdbmmlichen el rgschen Mitteln und einem mdglichst geringen

entarg
Rechenaufwand. é

fihren Sie dann die

tern Sie die geometrische Bedeutung des fo
erechnung durch.

ADreieck = [F(X)]; - [G(X)];

Irechnung selbstorganisiert erlernen 02-030-251©
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c) Im Folgenden wird eine weitere Moglichkeit fur die Flachenberecgnung a r wird
zunéchst die Differenz h(x) zwischen den beiden Randfunktio ildet.
zwischen den beiden Randfunktionen wird als Differenzenfun ei
Berechnung der Differenzenfunktion erfolgt Uber den Angatz:

h(x) = obere Funktion — untere Fun
h(x) = f(x) — g(x)

L7 ©
drei Wege hab rgebnis@é geliefert. Begrinden Sie, warum es bei

i rist, den Weg von Aufgabenteil c) zu verwenden.

endung ir St unktio%

ben angegebenen Funktionen g(x)

k(x) = untere Funktion — obe
k(x) = g(x) —f(x)

des Ergebnisses, welcher Fehler auf

ganisiert erlernen

rkl, Integralrech

2013 Lehrerselbstverlag
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Erganzen Sie zu einem Merksatz: 7. Berechnung von Flachen zwischen zwei Geraden unterhal hse
Die folgende Abbildung zeigt die Funktionen f(x) = % X — % und Gerade x = 3.

Berechnung der Flache zwischen zwei Funktiogen ob
Man bildet die Differenzenfunk Y die Geraden
t mit den zugehorigen
h(x) = Funktion Funkdgon bezei@nungen und
chnen Si
und berechnet die FI3 . erex (x).
e @‘bere F @re Fkt.
Ubungen
g

U3.5 Gegeben sind die Funktionen 2. Zeichnen

(x) =

Sie die Geraden und
berechnen Sie di

ingeschlossen wird.
zunéchst eine

andenen Dreiecks mit der Flache in Abb. 3.6. Beschreiben
s der Flache in Abb. 3.6 hervorgeht und begriinden Sie damit,

ie mit der Differenz Flache fir Abb. 3.7 und
grinden Sie anhand der Rechnung, w der beiden Randfunktionen
keine Rolle bei der Flachenberechnung tber ielt.

H(x) =

Irechnung selbstorganisiert erlernen 02-030-251©
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Erganzen Sie den folgenden Merksatz:

berechnet, spielt es

oder teilweise ober- oder unterhalb d

=

8. Berechnung von FI3 che

sc n Gerac‘\
\d 9(x) 53
e

X) == 1 9Markieren Sie zwischen
die Fléche‘%% den aden.
4 O
o \©
\20 X 0 1
__9

Gegeben sind die b
U

\

den Gre

nktion h(x) ermitteln kann. Efce

e Flache das falsche Ergebnis OFE erhalt:

gen f(x) und g(x) mithilfe der
in der folgenden Rechnung

h(x)=f(x)—g(x)=—1x—1—(1x+lj:_ 2

4 2

Irechnung selbstorganisiert erlernen 02-030-251© belbstverlag
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b) Wie Sie sicher erkannt haben, wurde bei der Rechnung von Aufg
dass die beiden Funktionen links und rechts vom Schnittpunkt ihre
oberen und unteren Funktion tauschen. Eine Moglichkeit
berechnen, wird im Folgenden dargestellt. Erldutern und
Rechenschritte.

(1) Ansatz: A_(0) = A_4(=2) + A_»(0)

(2) Intervall [-4;-2]:
3.3
h(x)=f(x) - g(x)= = x =

)
Qt on tauschen, gilt hier nun:
X) = f(x) = — (f(x) — 9(x)).

n muss die Differenzenfunktion

rganzen Sie den folgenden Merksatz:

Flache zwischen zwei sich schneiden

zwei sich schneidenden Fun ich unabhangig

tglich der x- und y-Achse mithilfe
X) berechnen. An jedem Schnittpunkt
hinzufiigen und immer darauf achten, dass rvall fir h(x)
ilt: h(x) = Funktion —

Rechnung

bedeutet dies, dass man beim Wech einfach alle

Vorzeichen

2013 Lehrerselbstverlag rkl, Integralrech ganisiert erlernen
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U3.6 Die markierten Flachen sollen berechnet werden. Zeichnen Sie d
mithilfe von senkrechten Geraden Grenzen ein, und geben Sie jew:
Flachenberechnung wie im Beispiel an:

Beispiel:

n(x

Dreieg

| —T

AN

)

V(K) ADreieckZ = |: :|

Irechnung selbstorganisiert erlernen 02-030-251©
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Zusatzaufgaben zum Festigen und Wiederholen

Ubungen

U3.7  Zeigen Sie unter Verwendung der Differenzenfu

Geraden f(x) = —%x—% ,g(x) =

A = 30,625 FE ergibt.

ache, welche von den

2013 Lehrerselbstverlag rkl, Integralrech ganisiert erlernen
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03.8 Berechnen Sie die Flache zwischen den beiden Geraden u(x U3.9 Berechnung unregelmafiger Dreiecke im Koordinatensystem

zwischen der unteren Grenze a = 0 und der oberen Grenze b =

44

r Eckpunkte kdnnen

ier aus |Idung lesen
W d
dle Flac Elnzelchnen
eelgnete hten Geraden so
& ei Te|IfI n dass die Methode
r Stam anwendbar ist.

Qg = 13,125 FE)

Irechnung selbstorganisiert erlernen 02-030-251©
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i} 1 Oberstudienratin Ursula Pirkl
U3.10 Zeichnen Sie die Geraden u(x) = =3 X — 2, v(X) = X + 2 sowie w(x) = — X ech ie die
Flache des von den drei Geraden begrenzten Dreiecks. (Erge FE)
serstorgani%

0‘\0‘:0
s
©

achen unter Kur
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Kapitel 4: Flachen unter Kurven

Nachdem Sie gelernt haben, dass man bei Geraden als Randfunk funktion die
Flache berechnen kann, die zwischen einer Gerade g(x) ungader x-/ yei senkrechten
Geraden liegt, welche die untere Grenze x = a und die ob sollen diese
Kenntnisse nun fir nicht lineare Randfunktionen, d.h. Kurv den. Dafiir wird zunachst die

IIt. F n Sie unt&ndung Ihrer
NRTIoN un nktion eine
he? 0 ‘

n zur Berechnung von Flachen
nn man fir die markierte Flache
f(x) = x? die folgende Vermutung

In der Abbildung ist die Ra
Kenntnisse hinsichtlich d
Hypothese Uber die Bere

2D

tammfunktion von f(x): F(x) =

2. Berechnen der Flache unter Annahme der Hypothese

der Flache zwischen der Randfunktion f(x), der
ze b =4 aufgrund Ihrer Hypothese mit der

altvona=0bisb =4:

zur Gultigkeit der Hypothese

e Glltigkeit der oben erstellten Hypothes
chte Flache wird zunachst durch trepp. Ilken oder
eze angenahert. Liegen die Recht dfunktion, so b n die Summe

2013 Lehrerselbstverlag rkl, Integralrech ganisiert erlernen
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so bezeichnet man die Summe aller Rechteckflachen als Untersum
Aufgabe a) und b) die Flache der jeweils abgebildeten Rechtecke b
eingezeichneten Trapeze sowie die Summe aller Rechteck- upd Tra

1 2

cﬁ:

7 h zur" ner al grofSer als die" :
C unter d uber die
eO bere hne

b) Annaherung der Flache ﬁbgr die Bildung der Untersumme U mit Balken

Berechnung der Rechteckflachen:

4

2

—
I 1 2

Abb.4.3.2

ie entsprechend zur Obersumme: Die genaue Flache unter @

ube srsumme U bere

Blrechnung selbstorganisiert erlernen 02-030-251© belbstverlag
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Da die Obersumme einen zu gro3en Wert und die Untersumme ein
markierte Flache liefert, soll ein Naherungswert flr die ge 3
bestimmt werden:

Awvittel=
Formulieren Sie ein vorlaufiges Ergebnis h igweit der these und der
Vermutung hinsichtlich des Uber die % ts:

<

¢) Zur Ober- atlve
von 4 Tr

ng der &hllfe

hnung ezflachen

e,}

Summe: T =

die Summe der Trapezflachen groRRer oder kleiner

als die Trapezflache.

eichen Sie das Ergebnis mit der berechnung.

Vergleich:

und Untersumme bzw. dem Trap rechnete

ache kommt dem mit der Stammfunk n Wert schon
ehmen, dass die Hypothese richtig ist. | Abschnitt soll die
g verbessert werden. Dazu wird fur die Berechnung der Fla der

ktion f(x) = x?, der x-Achse, der unteren Gregge a = 0 und der eb=3nur

ie Betrachtung der Obersummen weiter v

2013 Lehrerselbstverlag rkl, Integralrech ganisiert erlernen
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a) Hypothese zur Flache A(3) fiir die Randfunktion f(x) = x2

Geben Sie anhand der Hypothese zur Flachenberechnung mit
Vermutung fir die MaRzahl der folgenden gesuchten Flache an:

Ao(3) =

b) Beschreiben des Naherungsverfahren

Beschreiben Sie das Naherungsverfa

ielzahl von Balken zu berechnen, kann
mit de puterprogramm Geogebra berechnen.
en durch den Wert n angegeben, und der
mittelte Obersumme an.

on Geo

®

[ ]

ad n=25 7

55

bb.4.4.1 Abb 4.2

0=8.01

02-030-251© elbstverlag
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Notieren Sie den Wert fur die Obersumme zu der jeweiligen Anzahl alk
n=>5: 0= FE
n = 25: 0= FE
n = 100: 0= FE

n=1000: O= FE og
Vergleichen Sie die Werte fir di rsum mivdem v & Wergfu Flache Aq(3)
und begriunden Sie, wa n u n kan je’ oben no, rmutung Uber
den genauen Inhalt d e Ao . \

g

Vergleich:

Begrind

ammenfassungec . o\
die Berech der Fléc@gilt bei der Parabel f(x) = x2 : Ao(x) = %x?’

Damit hat die Randfunktion f(x) = x? die Stammfunktion: F(x) =

en fiir Randfunktionen der

eraden und der Stammfunktion
Regel, die angibt, wie man

ulieren Sie aufgrund lhrer Kenntnis bei St
von f(x) = x> sowie den Ableitungsregeln der Differ
bei einer Funktion f(x) = ax" die Stammfunktion F(x) b

2013 Lehrerselbstverlag rkl, Integralrech ganisiert erlernen
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6. Erweiternde und vertiefende Betrachtungen zur Ermittlung der Stammfu
Die Betrachtungen in Abschnitt 4 sind Plausibilitdtsbetrachtungen fi
zur Flachenberechnung bei Flachen mit nicht linearen Randfugktion

im Leistungskurs, die Giltigkeit dieser Hypothese zuminde
ausfuhrlich bewiesen werden. In allen géngigen Schulbuche

nachgeschlagen werden.
tle@geichnungen

a) Erstellen einer Abbildung fir die Obers in
N

f(x,); ‘\

nd Fes
A

n

x
x
><V

Abb.4.6

b) Bezeichnungen: n: An';ahl aller Balken

ite Uber alle Balken

reite eines Balkens
hhe des i-ten Balkens

Festlegen der Grenzen: untere Grenze a=0
obere Grenze =

e eines Balkens gilt: Ax :E und
n

S|T
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e) Erlautern Sie die in den Zeilen (1) bis (8) erfolgten Rechnungen un mun hritte.
(1 O,b)= A, + A, + A, +.+ A
(2) O, (b) =f(x;) - AX+f(X,) - AX +f(X;)  AX +.,

it dieser Formel wird die

mme ggr Quadratzahlen
von 1 erechnet.
am Tafelwerk

agen.

(3)  Oy(b) =[f(x,)+F(X,)+F(x3)+ ...+ (

2013 Lehrerselbstverlag rkl, Integralrech ganisiert erlernen
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7. Der Begriff Integral
Im Rahmen der Flachenberechnungen fiir Geraden und fur die Par,

Betrachtung von Geraden gewonnene Regel zur Bestimm er das
Integrieren der Randfunktion bestatigt werden, indem man

Erganzen Sie: Je grofRer die Anzahl der Ba rden die

Balken und desto i nKurv v@f

angepasst. Je , des emst die néag der
g

und X-A@

e zwische \
9
'@p&am

Nachdem fir den bereits der Begriff
tisch tegral" definiert werden.
ende Tab
FormelmaRige Darstellung
tr f(x) 3 \
alken her, Iei@ird die g "
sehr ngr n: e
Die Flache eines beliebigen Ba A A _[Hohe des iten| Breite des i-ten
wird mithilfe der Rechteckformel ' Balkens Balkens
A=-dannwienn _
berechnet A =1(x)- Ax

ger Mathematik (Ubrigens
2r Summenbildung im Programm

mit dem Summensymbol >’ .

(sprichTs nfar...)

Werden zwischen der unteren Grenze 0
und der oberen Greg icle
dieser Rechte
aufsummig

die Fla

Ao(b) = lim D 6(x )N

—

PTUCK entsSpP der Summe aus
vielen Balken der Obersumme, wobei jeder
fast die Breite Null hat. Berechnet wird da
Naherung fur die Flache zwischen Randfig
i x-Achse.

Blrechnung selbstorganisiert erlernen 02-030-251© belbstverlag
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Wenn die Anzahl der Balken sehr grof3
wird, also n gegen « lauft, dann wird die
Breite der Balken immer kleiner (vgl. Abb.
4.4 1 bis 4.4.3) und nahert sich der Breite
Null (vgl. Abb.4.4.4). Damit geht auch Ax
gegen Null. Man gibt im Grenzfall die Breite
des Balkens dann nicht mehr mit Ax an,
sondern man schreibt dx.

Um die Summe aus sehr vielen extrem
schmalen Balken vom Grenzfall fir n
zu unterscheiden, schreibt m tt

Symbols flr die Summenbil

Symbol I als Integral

im Grenzfall dx.

ngen b

e*' e
etrachtuw n Gera

issen wir, dass e Randf

ieren md¢@s, U e Sta n zu
. Mi mmfunkig kann
man Flache zwisChen ein en und der

x-Achse bere n.
A, (b) = [F(x)]! =F(b)~F(0)=F(b)

-

A,(b)= j f(x)dx

Betrachtungen bei Kurven \

Aus Betrachtungen zur Grenzwertbildung
bei den Balken der Obersumme wissen
wir, dass die Flache zwischen Kurve und
x-Achse dem Integral entspricht.

g

| )€ V
Integrals durch™@
von

AO(b) = J.f(X)dX :[F(X)]Z _T

bnung des
KLinktion

iner Funktion f(x) und der
Integral der Funktion f(x).

b erfolgt liber die Stammfunktion d
(Hauptsatz der Integralrechnung)

A, (b) = _Tf(x)dx = [F(x)i@= F(b) - F(a)

P 2013 Lehrerselbstverlag

rkl, Integralrech

achtu ngen\

ytervall [a,b] tiber

aren von f(x).
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8. Beispiel fiir die Anwendung der Integralschreibweise bei der Berechnun

Berechnung der Flache A4(2) zwischen Randfunktion und x-Achse i
der unteren Grenze a = 1 und der oberen Grenze b = 2 mithilfg der |

Randfunktion:  f(x) = x?

Stammfunktion: F(x) = % x3+c

Flache:

wird immer ,obere
Grenze“ minus ,untere
Grenze“ gerechnet.

Ubungen 90

U4.1 Berechnen Sie, wie im Beispiel, fiir die Funktion f(x) = x? die Flache zwischen Funktionsgraph
und x-Achse in den ge
a) [2;4]

Irechnung selbstorganisiert erlernen 02-030-251©
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U4.2 Gegeben ist die Funktion f(x) = x°.

a) Ermitteln Sie im Intervall [0;3] einen
Nahrungswert flr die Flache mithilfe der

Trapezmethode. Zeichnen Sie dazu die
Funktion f(x) im angegebenen Intervall
und teilen Sie die Flache in drei Trapeze
ein.

b) Ermitteln Sie eine Stammfunktion.

c) Berechnen Sie die Flache im In

[0;3] mithilfe der Integralrechnu nd

vergleichen Sie den Wertmit d

Naherung aus Aufga

d) Berechnen Sie die ' a

[2;4] mithilfe dlnt

2013 Lehrerselbstverlag

rkl, Integralrech
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Erweiternde Betrachtungen zum funktionalen Charakter der Stammfunk

Aufgabe 4.9.1

Berechnen Sie fur die lineare Funktion f(x) = x die folgend Bchen
also ohne Anwendung der Integralrechung, auf elementarge

2
4

A

2
z

isch

eiecksformel,

A 4

\4

(¢§]

()

e 4.9.2

[/8)

Wie bei den Betrachtungen zu Geraden im Kapitel 3 festgestellt

Berechnung von Flac

verwenden wi

r

tionskonstante bei der Stamm

) die folgende Wertetabelle aus.

-1

Irechnung selbstorganisiert erlernen
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Aufgabe 4.9.3

Die Abbildung zeigt den Graphen der Stammfunktion F(x).
Koordinatensystem die Wertepaare aus der Wertetabellg i
entsprechende Punkte markieren.

Aufgabe 4.

die Flachen mit der Wertetabelle
Sie fur die Stammfunktion jeweils den

be 4 net Q
ingetra oordlnat
n.
As( B)=F(__)

&) = F( b‘o Ao(2)=F(__)

ganzen SieMnd des \@r hs die folgenden Aussagen: Die in Aufgabe 4.9.1 berechneten

Flachen entsprechen den ktionswerten der . Setzt man in die

Stammfunktion einen Wert b fur x ein, berechnet man eine Flache, die an der ____-Achse beginnt

ionale Funktion r(x) ver
n Quadranten vollstdndig oberhalb der
x-Achse. Der Graph der Stammfunktion R(x)
mit ¢ = 0 ist im Diagramm nebenan dargestellt.
Ermitteln Sie mithilfe des Graphen die Mal3zahl
fur folgende Fla

rkl, Integralrech ganisiert erlernen
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U4.4 In den folgenden Abbildungen sind eine Funktion p(x) und ihre fiir ¢ =0 zuge
P(x) gegeben.

Funktion p(x): Stammfynktio
PI(x)

-1 -0.5

eing@ne Fléch& nicht mithilfe der

9

U4.5 Die Funktion q(x) schlieBt mit der x-Achse, wie
abgebildet, drei Flachensticke mit den
angegebenen

Irechnung selbstorganisiert erlernen 02-030-251©
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Kapitel 5

Kapitel 5: Rechenregeln fiir Integrale

elten alle fur

ch Definitionen und
Man lasst die eckige Klammer bg Stamry eg und

Qtes Integral.
Integrationskonstante hinzu.

Ein Integral, bei dem Gig Tgle} 0 o4 ennt m& mmtes Ir&@
aktiON Dei ej hen Poteel;!!ionen \0
e

Bei der Berechnung von Flachen mithilfe der Stammfunktion bzw.
die im Kapitel 1 bis 3 fur Geraden hergeleiteten Regeln. Zuggtzlich
einige Rechenregeln fir den Umgang mit Integralen hinz

Kapitel 5 — Rechenregeln fir Integrale . . .
P g g Def.: Ein Integral, bei dem keine Grenzen ange

Bestimmung der Stg

A
Potenzregel m - o f(x) . S AN F(x) =g X™" +c
] » \
U5.1 lil die pzregel, i* b die erstggbONgIUNG der Stammfunktion berechnen.
A 4
crechnen Sie jevys p otammfl nd Uberprifen Sie Ihre Rechnung, indem Sie die
hittelte Stgmm n wie und tragen Sie die Ergebnisse ein.

90 b) f(x) =5x  F(x)= c) f(x)=3x2 F(x)=
d) f(x) = 8x* F(x)= e) f(x) = 10x* F(x)= f) f(x)=15x> F(x)=

) =1 F(=

ung selbstorganisiert erlerne

ehalten: hts reserved.
, auch auszugsweise, vorbehaltlich der Rechte,
aus §8 53, 54 UrhG ergeben, nicht gestatte

SelbstVerlag
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64 Kapitel 5 Kapitel 5 65

Faktorregel 1= [k-f(x)

. Berechnen Sie dazu
jeweils die bestimmten Integrale I1 und |2 . Vergleich sse. Was stellen Sie

hinsichtlich des Rechenaufwandes fest?

Feststellung:

D [ (£(x) + g(x))dlx

rechnet werden, d.h. der
icmtigt werden. Weisen Sie durch Rechnung
eichen Wert ergibt.

3 b ‘
Summenreg x)dx

l, = j 4x°dx + j 6x°dx + j 3dx
e e hel

2 2 2 2
by | =[(2x* +9x* +2)dx 9 l, = [ 2x°dx + [ 9x*dx + [ 2dx
1 1 1 1

Irechnung selbstorganisiert erlernen 02-030-251©
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Stimmen obere und untere Grenze
tiberein, ergibt sich fiir das Integral der
Wert Null.

jf(x)dx =0

Intervalladditivitat

U5.5 Begriinden Sie die Gliltigkeit der beiden
mit Ihren Kenntnissen uber die Fl3

Be’Wen bzw.

*

Irechnung selbstorganisiert erlernen

02-030-251©

Einfihrung in die Integralrechnung

Rechenregeln fiur Integrale 67

Kapitel 5

Ubungen zur Berechnen von Flichen mithilfe der Integralrechnupg unt aller bisher

gelernten Regeln
Aufgabenstellung

Berechnen Sie die folgenden Flachen, indem Sie

o die fur Geraden ermittelten Regeln flr die r und erhalb der x-Achse

sowie fir Flachen zwischen zwei Funktionen
e die Rechenregeln fur Integrale an

e in allen Abbildungen die Integrati S aus d chtung v Geraden
gewohnt sind, als senkrec er inzei n und |I|gen A en die zu
berechnende Flache fa

Beispiel:
f(x) = 4x — x? Iache w‘&e Funktion f(x) mit der
—Achse .
2 _ 143) 0 _ g
3 3

ie dle Flache, welche die Funktion f(x) mit der
t. (Ergebnis 1,6 FE)

2013 Lehrerselbstverlag rkl, Integralrech ganisiert erlernen
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U5.8

u(x) = 6x-3x3 Berechnen Sie die Flache, welch
den Grenzena=-1u
y[*  (45FE)

(x) zwischen
Inschlieft.

= 2X — 1Qr:echnen Sie die Flache, welche von der Kurve und der

eraden eingeschlossen wird. (1,333 FE)

2x+2v

Irechnung selbstorganisiert erlernen 02-030-251©
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U5.10

von der Kurve und
1,333 FE)

a(x) = 2x —x2und b(x) = -2x + 3 Berechnen
der Gera

Berechnen Sie die Flache zwischen Kurve f und
Gerade g sowie den beiden Geraden x =1 und x = 2.
7 FE)

utzen Sie die Faktorregel fur die
infachung der Rechnung!

2013 Lehrerselbstverlag rkl, Integralrech ganisiert erlernen
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Kapitel 6

Kapitel 6: Kontextbezogene Bedeutung von Flachen
Wenn man eine Flache mithilfe der Integralrechnung berechnet un eit
Flacheneinheiten FE zuordnet, versteht man darunter in der, eine Flache im
geometrischen Sinn handelt. Wie Sie jedoch im Einstiegs sten Kapitels gesehen

haben, kann einer Flache im Koordinatensystem im Konte stellung auch eine andere
Bedeutung zukommen. In diesem Kapitel sollen e i Aufgabenstellungen

behandelt werden. g
Ein Roboterarm benétigt fir g

enstan se I{Cs} [100 0
auf einem FlieRband Uber eine
die mithilfe der Funktion F rieben werdemn. E&‘

nd & ‘\

4

Begriinden Sie | ' ’éﬁ it mithil o 3
des 4 ‘ eg nd zeige

er Betrac n

R e e
Vo

1. Flachen im Kraft-Weg-Diagramm

Kapitel 6 — Kontextbezogene Be

ung selbstorganisiert erlerne
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2. Grundlegendes zur Bedeutung von Flachen

Im Beispiel zur Berechnung der Arbeit ist die kontextbezogene Bede
zum Einstiegsbeispiel in den Vorbetrachtungen ersichtlich. Hiersoll ei
verdeutlicht werden, wie man erkennen kann, ob eine Flach
hat und wie man diese Bedeutung ermitteln kann.

e Mdglichkeit
ene Bedeutung

Merkmal 1:

Wenn eine Flache eine Anwendungsbezogen
Quadranten des Koordinatensystems.

Merkmal 2:

Das Produkt der Einheiten der
sinnvolle neue Einheit erg

Begrundung:

Die grau 5C d der x@nn mit Hilfe der
Integralrefing 8 je (x)dx erq erden. Erlautern Sie die
gequiiris Bedeu

]

des Ausdru le Satze erganzen:

v‘ \ er Ausdruck If(x)dx bedeutet, dass die Flache
v o

dx unter der Kurve bei der Integralrechnung

letztendlich aus der unendlich

Rechteck an der
Stelle x mit der

Hoéhe f(x) und
der Breiig

f(x)  vieler ganz schmaler Rechtecke berechnet wird.

(Vgl. Kapitel 4). Der Ausdruck ,, f(x)dx “ oder

\ gibt dabei die eines

&' schmalen Rechtecks an.

echtecks

bildung aus en
berechnet wird, erhalt man
die Gesamtflache die Einheit
o die Einheit flr die Arbeit.

Irechnung selbstorganisiert erlernen 02-030-251© belbstverlag
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Weitere Beispiele fiir Flachen mit kontextbezogener Bedeutu

Auf der x- und y-Achse werden die im Folgenden angegeben G
die Einheit und die kontextbezogene Bedeutung der Flache an.

en Sie jeweils

Bedeutung der Bedeutung der
y-Achse x-Achse

textbezogene Bedeutung

Er Flache

Anzahl verkaufter oder | Zeit t
produzierter Artikel pro

Tag d, d.h. Verkaufs-
rate oder Produktions-
rate

Einheit {

Einheit [d]

Anzahl}

0\‘

Zufluss- bzw.
rate von Wasse€

einen Bg &L (

Einheit [D}
S

Beschleunigun

nderungsrate der Zeit t
Konzentration eines [A]

Stoffes in einer Flis- Einheit [h]
sigkeit k(t) pr:

Einheit [d]

2013 Lehrerselbstverlag rkl, Integralrech

ganisiert erlernen



Anwendung der Integralrechnung Anwendung der Integralrechnung

74 Kontextbezogene Bedeutung von Flachen Kapitel 6 Kapitel 6 Kontextbezogene Bedeutung von Flachen 75
Ubungen
L LD G LIl [ Eln.I:|e|t e U6.1 Dem nebenan abgebildeten Graph kann entnommen
y-Achse x-Achse Flache

werden, welche Menge einer Reagenz bei einem

Ausstol von Durchmesser X chemischen Prozess zu einem Zeitpunkt t entsteht.

RuBpartikeln mit [A]= wird die Reaktionsgeschwindigkeit r(t) angegeben. F

einem bestimmten inhei .

Durchmesser r(x) Einhet [um| r(t) gilt: r(t) = 0,5t* — 4t* + 8

Einheit {Anzahl} Einheiten: r(t) wird in der Einheit kg

um

Einheit Stunde h angegeben.

Kraft F
Begriinden Sie, warum ges tlh]

Einheit [N] (Newton)

Leistung P

entstandenen Re atzes R= : 2
berechnen fe e|

einschlief3li von Elnh

hier i:SB

\'é‘

Irechnung selbstorganisiert erlernen 02-030-251©
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Kapitel 7: Parameteraufgaben

Bisher haben Sie Flachen bei Funktionen berechnet, die eindeutig en, denen also
aulder der Variable x keine weiteren Variablen vorgekomm ind. ch
Aufgabenstellungen, bei denen die Gleichung einer Rand [ riable, einen
sogenannten Parameter, enthalt. Im Folgenden wird m Aufgabentyp eine

Aufgabenstellung aus dem Bereich der Architektur el 2 eii; rein formale

Aufgabe ohne Anwendungsbezug bearbeitet.

Beispiel 1: 0‘ 0

Kapitel 7 — Parameteraufgab Ein Gebaude soll auf Wunsc el ei * erhaltenQes oberer Rand
durch eine Parabel und dessé von der x-Ac egrenzt wir; arabelférmige Rand
des Fensters soll durc . ) Nt weri& e Fensterflache soll

342 a 1 3
-2
-4

rn Sie, welche Auswirkung der Parameter a au sters hat und markieren Sie

Flache, welche von ri(x) bestimmt wird.

ung selbstorganisiert erlerne

ehalten: hts reserved.
, auch auszugsweise, vorbehaltlich der Rechte,
aus §8 53, 54 UrhG ergeben, nicht gestatte

SelbstVerlag
es & Freunde GmbH, Koblenz (Ger,
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rschlag fur die Aufgabenstellung
aufgrund des gekrimmten Randes nicht
ten Wert von 16 m? annimmt. Die Vor,
soll nun schrittweise erfolgen:

hen, fur welches rflache den
zur Ermittlung en Para-
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Schritt 1: Ansatz

Erlautern Sie, welche Bedeutung der folgende Ansatz pat:

A 2(2)=2A0(2) = As(2)=8 = fra(x)d

Schritt 2: Einsetzen der F

Schritt 3: chne
rollerg

02-030-251©
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Beispiel 2:

in der linken
he Berechnungen

In der rechten Spalte wird die ausflihrliche Lésung der folgenden
Spalte soll unter Verwendung mathematischer Terminologie grlaut
und Umformungen jeweils durchgefiihrt werden.

Aufgabenstellung:

Berechnen Sie den Parameter a mit ae | n die

Z@ a der x-Achse eine
Flache von 8 FE einschlief3t.

Uberlegungen zum Verstin Q rate h Lésungsweg.

lache machen zu kénnen, ist
h der Funktion aufgrund des

n n bzw. einfachen Wert, um eine

= 1 gezeichnet worden.

1. Anfertigen einer

Um sich ein
es immer ratsa

ung un berechn
en. Da

n fur eine Skizze der Funktion den Parameter

rn Sie, welche Veranderung sich am Verlauf der Funktion ergibt,
-1 n man einen anderen Wert fur a wahlt:

lieren des Ansatzes fiir die FlAchenber

Erlautern Sie die Uberlegungen, die de
insbesondere, warum man nicht 2 sondern

2013 Lehrerselbstverlag rkl, Integralrech ganisiert erlernen
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Parameteraufgaben
3. Entwickeln einer Losungsstrategie
Wenn Ihre Uberlegungen zum Ansatz richtig sind, haben Sie erkannt ie us
Symmetriegriinden zwischen der unteren Grenze x = 0 und der Nullst ion als obere
Grenze berechnet. Damit muss man fur die Flachenberechn ie Nu berechnen:

Nullstellen in
Ansatz

>

Nust%@‘(x) far di&eine
wer sen und 7§y en‘ durch
s man hieré&ﬂ ng XQK alt.

Nullstellen
berechnen

Y

Strategie:

Nulistellen: f4(x) = 0

—a’x’+4=0

ind in vielen Quellen zu finde bei der
rvenuntersuchung (hier m lle

inen Uberblick Giber den Verl n verschaffen
en Parameter fir diese Skizze.

Jbungsaufgaben fir di

Irechnung selbstorganisiert erlernen 02-030-251©
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Kapitel 8

Kapitel 8: Rekonstruktion von Funktionen

n Parameter im
ein Koeffizient

Bisher haben Sie hinsichtlich der Integralrechnung Aufgaben bearfl
Funktionsterm enthalten war. Nun wird diese Aufgabenstell
bekannt ist.

Auch bei diesem Aufgabentyp, den Sie bereits aus, ann magn ahnlich wie bei der
Untersuchung von Kurven oft systematisch vorgehe ; fgabentext

schrittweise analysiert. Die Vorgehensweise
ﬁ elch Tyerunktion es sich
die gemeln

Anwendungsbezug dargestellt werden.
ng not| Folgenden sind die
aufgeliste ?
e Fux@ rades @
Q mit Achsensymmetrie

=ax’+b

1. Zuordenen eines Funktionstyps

Man muss aus der Aufgab
handelt und dann fir dies
Anséatze flr die haufj

Ie Funktion 3. Grades
mit Punktsymmetrie

f(x) = ax® + bx

rades (Parabel)
mit Achsensymmetrie

=ax*+bx?+c

ax*+bx®+cxé+dx+e

(x) =

2. Bedingungsanal

he Bedingungen fir
It gegeben,
ten (VgI Band

ng herausarbeiten bzw. an
nd. Die Informationen sind hau
te, die Lage von Extremwerten un
eu kommt jetzt hinzu, dass sich eine

nden wird ein Lésungsverfahren, bei dem
nsterm eingearbeitet werden, an einem
eitgehend auf andere Aufgaben Ubert

ene Bedingung
Beispiel gezeig ungsweg lasst

tlichen Sie sich die einzelnen Schri
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Aufgabenstellung

Gesucht ist eine ganzrationale Funktion dritten Grades, die durch den U
gleichen Stelle wie die Funktion k(x) = x? — 2x + 1 einen Extremwegt hat.
Wendepunkt. Die Funktion schlief3t mit der Geraden x = 2 und ¢ ciden
Quadranten eine Flache von 12 FE ein.

et sich der
hsen im vierten

1. Schritt

Allgemeiner Funktionsterm:

2. Schritt
Analysierg % gu tion ver 3t gu¥ch den Ursprung O(0/0)
(g
Math & . Her Bediy ! f(0)=0
Y

etler WE :02+c-0+d=0

d=0

0 A

1. Zwischenergebnis fu unkt+ bx2 + Cx

d = 0 wird in die allgemeine Ausgangsfunktion
eingesetzt und mMac

Zwischeps
deg

i mit der Bedingung fir
Lt fortzufahren, da in
ng nur die

O vorhanden sind
gkeit von a

3. Schritt

Wendepunkt bei x = 2

£"(2)=0 mit

6a-2+2b=0
12a+ 2R

Irechnung selbstorganisiert erlernen 02-030-251© belbstverlag
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2. Zwischenergebnis fiir Funktionsterm: | fy(x) = ax® — 6ax® +

f2'(x) = 3ax’¢Rax

‘ {

Fir b wird E eite Aus '— 63" in das

er he bnis 1P einge rch erhalt
’ Prie gest unktion s%s energebnis
f Da maggir O . Schritiglte e Ableit

igt, erl It man o" e é

4. Schritt

Analysieren de 9

Di rdinate i xtremwert der gesuchten
n f(x) sti der x-Koordinate des
6( emwer nktion k(x) Uberein. Also muss die

-Koordi S Extremwertes von k(x) in einer
0‘ Neben g ermittelt werden:
v‘ &xz —2x+ 1
0 '(X) = 2X — 2
. o Extremwert: k'(x)=0 = 2x-2=0
9 = x=1

Damit hat die Funktion f(x) an der Stelle x = 1 einen
Extremwert.

mit f'(x) = 3ax2—12ax + ¢

x =1 wird in die
erste Ableitung
von f(x)
eingesetzt.

h Einsetzen von 9a fiir ¢ erhalt ma
ttes Zwischenergebnis, in dem nur no
oeffizient a vorhanden ist.
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5. Schritt

Den letzten Koeffizienten a bestimmt man nun Uber die Flachenbedingu
vorhanden ist, geht man hier wie bei der Parameteraufgabe in Kagitel 7

Analysieren der 4. Bedingung: Die Flache |

Mathematischer Ansatz der Bedingung:

Einsetzen der Werte:

!e liegt. Bei

hen oberhalb der
x-Achse wird der
Betrag mit positivem
und bei Flachen un-
terhalb der x-Achse
mit negativem Vor-
zeichen eingesetzt.

<
O
f( n&»f 12x2—18x\\

é Koeffizient a wird mit\
q der Flachenbedingung

zahlenmafig bestimmt
und in das dritte Zwi-
schenergebnis eingesetzt.
Daraus ergibt sich das

J

Endergebnis.

Z

Irechnung selbstorganisiert erlernen 02-030-251©
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Strukturdiagramm zur Lésung von Rekonstruktionsaufgaben

Die Abfolge der einzelnen Lésungsschritte bei der Rekonstruktion
Rechenaufwand erheblich beeinflussen. Es ist daher sinnvoll mit d
Abfolge von Arbeitsschritten vorzugehen und jeweils mit
der unbekannten Koeffizienten schrittweise geringer wird,

en
vorgeschlagenen
, in denen die Anzahl

Festlegen
des allgemeinen
Funktionsterms

Es gibt Be-

dingungen,

fur die gilt:
X=0

TN O
) . K S
[D @

pegzwrungen fur
izienten Uber

\ 4P
InfCONgPBition
Uber das
Steigungs-
verhalten

Beziehungen fur
Koeffizienten tber
f’(x) ermitteln

auf dem
Funktions-

graphen g

@ Zwischenergebnis

Ansatz Uber Integral
liefert Ergebnis flr
den letzten unbe-

kannten
Koeffizienten

L

de Ubungen:
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Kapitel 9

Kapitel 9: Volumenintegrale

ermitteln.

Fir Berechnungen ist es einfa
x-Achse dreht. Dazu dreht mag
in Gedanken um 90°.

Inter ein Q & Rotationsvolumen
| 4 wurde die f ﬁige Bez ur | Lasst man die rechteckigen Balken der Abbildung

ral mithilfg vo rsum in der linken Spalte um die x-Achse rotieren, so
lachen h et. entstehen zylindrische Scheiben:

<—f(x;)

\ 4

lasst sich, wie Sie in
aben, mit der Formel
n sie nun, warum
er Abbildung mit

f(x.)Ax der Sekundars

ung selbstorganisiert erlerne V =nr’h berech
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Oberstudienratin Ursula Pirkl

Integralrec ?
selbstorganisi

Erganzen Sie: Der Ausdruck Zf(xi )AX gibt die Erganzen Sie: Der

i=1

aller abgebildeten die

Balken an. Lasst man Aximmer

werden, so werden die Balken immer schmaler.

en
\0‘}’

60
‘i;;o
X
0‘

Die Flache unter dem Graphen von f wird durc [ und das iesuchte
die Summe der an . i

schmaler die Balken werden, desto

S
K\ <
oV

nder gegen

rechend zur

Breite der Rechtecke g das Aufsummieren

verwendet m re 3
folgendgs |
Q S TP

Beispiele und Ubungsa maec VVielzahl von Quellen. enthommen werden.

em schmaler

das

alzeichen und schreibt:

V = [lf(x)]dx = m[ [f(x)] dx

igentliche Inte

02-030-251
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Kapitel 10: Uneigentliche Integrale

Bei Modeprodukten, die nach einer Werbephase einen Renner auf
Markt darstellen und eine hohe Verkaufsrate haben, nimmt das
Kauferinteresse meist sehr schnell ab. Aus den Verkaufsd
ersten bis zum flinfzigsten Verkaufstag flir ein solches Pr:

Funktion p(t) = 100000 ermittelt. Einheit fir p(t): {

=

Das Diagramm nebenan zeigt den Verlauf di n
Aus diesen Daten soll nun flr die Planun r Prodilgs hnet
werden, wie viele Teile davon ins mt uft w konneg.

% \¢
a) Erlautern Sie, wa ache zai Funkfio chse dMer insgesamt verkauften

100 150 20

gwischen Funktion und x-Achse berechnen
bis ins Unendliche ausdehnt.

Erlaute Renstehenden Abbildung die
grundlegenQs @tz bei der
Flachenberechn®

ung selbstorganisiert erlerne
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Kapitel 10

100000

g

g
(2) A,(9)= 1oooooj13dt

1t2

dt

g
(3) A,(g)=100000]t— dt
1

r g
(4) A,(g)=100000 }

r g
(5) A,(g)=100000| - }

(6) A,(g)=100000| —

(7) Ay()=limA(g

g—eo

telle eine Grenze g ein. Man berechnet unter
Verwendung der unbekannten G zunachst das bestimmte Integral der Funktion und fuhrt
anschliel®end eine Grenzwertber ung durch. Ergibt sich dabei fur den Grenzwert ein endlicher
Wert, so wird das Integral als uneigentliches Integral bezeichnet.

ie die Lucken im Text aus:

4(e0) =1im
g—e

Das uneigentliche Intearal existiert, da die Flache den endli

Irechnung selbstorganisiert erlernen 02-030-251©
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Kapitel 11: Lineare Substitution

1. Wiederholung Zusammenhang Stammfunktion — Randfunk

Aufgabe 11.1

Verdeutlichen Sie sich am Beispiel der gegebenegaE unktiy 3x? die Zusammenhange
zwischen Randfunktion f(x), Stammfunktion F(x A f'(x). Edllen Sie dazu die
Lucken im Text aus. Auf das Hinzufigen deplnteg ons soll hier reinfachung
verzichtet werden.

N 0
‘ O

‘
1 renzieri%ammfunktion

liefert d

Yo

Differenzieren der Randfunktion

_ a
Integration deléﬁwgsfunktion

liefert die

liefert die

also f ’(x)

=

nere und aulRere
ntegrationsregel
tion u(x) eine

er Kettenregel haben Sie bereits
griffe spielen nun auch bei der hier !
lonen behandelt werden, bei denen die
orm u(x) = ax + b hat.

andfunktion f(x)
lassen mit
r innerer Funktion wiederholt werde

2013 Lehrerselbstverlag rkl, Integralrech ganisiert erlernen



Weiterflihrung der Integralrechnung
Lineare Substitution

92 Kapitel 11

Aufgabe 11.2

Ableitung von Funktionen mit linearer innerer Funktion
Geben Sie fur die folgenden Funktionen f(x) die innere Funktion u(x) u
an und bestimmen Sie jeweils die Ableitungsfunktion wie im iel a):

unktion v(u)

innere Funktion
ux)=ax+b

Funktion

a) r(x) =(ax + b)® u'(x)=a

ax+b) enthalt aus der inneren

aktor und als zweiten Faktor di

Ion, also v'(ax+b).

Man kann das Ergebnis dah er Form f '(x) = a v'(ax+b) darste

rer innerer Funktion
g von Funktionen mit linearen Verkettu
funktionen soll nun anhand der Beispiele aus Aufgabe 11.2
er Funktionen geschlossen werden. Bearbejl@n Sie dazu auf d
) = (ax + b)® und gehen Sie anschlieRen anderen Funkti
eits mit lhrer ersten Vermutung zu ein tion richtig lieg
nd Prufen einer zweiten Vermutun

ilfe bereits
auf die
Seite das
dazu vor.
ich das

Irechnung selbstorganisiert erlernen 02-030-251©
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Kapitel 11 Lineare Substitution
Funktion Formulieren und Prifen einer Vermutun funktion
Stammfunktion
f(x) = x3

r(x) = (ax + b)3

Priifen:

Vermutung 1: R(x)= %(a

urch die innere
eitung entstandene
aktor a muss durch
Hinzunahme des

Faktors 1 bei R(x)
a

korrigiert werden.

/

Funktion

For ren und Prifen einer Vermutung fur die

Stammfunktion

Stammfunktion

Vermutung 1:

Prifen:

2013 Lehrerselbstverlag

rkl, Integralrech ganisiert erlernen



Weiterflihrung der Integralrechnung
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Funktion Formulieren und Prifen einer Vermutung fur dig
Stammfunktion
f(x) =~/x

t(x)=+ax+b Vermutung 1:

Prifen:

| denen die innere Funktion die Form n integriert, indem man

Funktion integriert und die die Ableitung der

also durch dividiert.

re Substitutionsregel:

‘F(ax+b)  mit a,belRunda=0

Irechnung selbstorganisiert erlernen 02-030-251©
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Kapitel 11

elen erklart, kann

Der Ausdruck in degg Kla
also die innere bon
durch u ersetzt.

Die innere Funktion wird
nach geleitet. Anstatt

an hier ﬂ
d

Inhalt der Klam-
mer und dx wer-
den ersetzt bzw.
substituiert.

Wenn mog-
lich, verein-

iel 2: v a
pispiel 2 wi&d g&t, wie che gebrochen rationale Funktionen, also Funktionen, bei
x im Nen ht, mithi ubstitutionsregel integrieren kann. Erldutern Sie die einzelnen

Schritte:
1 Q L
F(x)=| ——dx ubstitution
(x) j(1+3x)2
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96 Kapitel 11 Kapitel 11

4. Ergéanzung zur bestimmten Integration Uber das ausfuhrliche lineare Sub 5. Lineare Substitution bei der e-Funktion

fe der
, soll hier die im

Sie wissen bereits, dass man die Stammfunktion bei linear verk
it den linearen Substitution ermitteln kann. Um diese Regel auf die e-
Kasten Stammfunktion angegebene Funktion F(x) durchglbleiten

Es gibt verschiedenen Moglichkeiten beim ausfihrlichen linearen Sub
Integrationsgrenzen umzugehen. Hier wird fur die Funktion t .3) nur die

Aufgabe 11.4
Leiten Sie die angegebene Stammfunktion ab
Stammfunktion bei diesem Typ von e-Funktionen?

werden.

Erganzen Sie die Rechnungen:

T(x)

Ableitungs-
funktion

fl(X) — aeax+b

Die Grenzen 0 und
4 sind nur fur die

Variable x guiltig.

Das wird nach der
Substitution be-
rucksichtigt, inde
fur jeden Ausdruc

en und eingesetzt.

Aufgabe 11.5 I

Geben Sie jeweils die Able@s- und Stammfunktion an:

Funktion  “integrieren F(x)=

—_— ex
l

U11.1 Berechnen Sie das unb sin(ax + b) dx (Ergebnis vgl. Aufgabe 11.3) und das

is: [ cos(-0,5x)dx =4FE).

—

Funktio
f(x)= e

ableiten

Funktion

f'(x) ableiten & integriere
B | f(x)=e 2 ’
Funktion  “jntegrieren
f(x)=e**

m‘ Pleiten Funktion  “integrieren
f(x) = 622

de Ubungen:

rkl, Integralrech ganisiert erlernen

02-030-251© P 2013 Lehrerselbstverlag

Irechnung selbstorganisiert erlernen




S
Oberstudienratin Ursula Pirkl ‘ s
Integralrec
selbstorganisi

Raum fur Rechnungen und Notizen

20

e




4 12 - An%reﬁut
e

ung selbstorganisiert erlerne

ehalten: hts reserved.
, auch auszugsweise, vorbehaltlich der Rechte,
aus §8 53, 54 UrhG ergeben, nicht gestatte

SelbstVerlag
es & Freunde GmbH, Koblenz (Ger,
ehrerselbstverlag.de

Weiterfuhrung der Integralrechnung

Allgemeines Substitutionsverfahren 99

Kapitel 12

Kapitel 12: Allgemeines Substitutionsverfahren

erfahren bei
bei der linearen
stituiert. Im Rahmen
dieser Unterlagen sollen haufig auftretende Standardmetho i stitution behandelt werden.

ti Qand der folgenden
vor allem dann
nYunktion \eals Faktor

u'(x) = 2x
steckt hier
drin, denn

Wie Sie im Kapitel "Lineare Substitution" bereits erkannt haben, wi
Funktionen eingesetzt, bei denen man zum Ableiten die Ke

angewendet werden, wenn im Funktio
vorkommt.

x(2 - 3x%)*dx

Substitution: u=2-3x>

ﬂ=6x
dx

X MBS sich
vollstandig
kirzen lassen.
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Kapitel 12

b) Unbestimmte Integration der Funktion n(x) durch Substitution

N(x):j(

x* +8)

Substitution: u=x*+8

Auch hier wird die

4x innere Funktion

dx

Funkti
Maoglich i der |

Sie die @&ch en:

) durch S

Cro-

{18 durch Substitution mit den
ethode beschrieben, bei der die Grenzen

umz Qier wirdgu
g erst nacE cksubsti! gesetzt werden.

titution werden

angegeben und eingesetzt.

Irechnung selbstorganisiert erlernen

Die Grenzen 0 und 0,5 sind nur fir
die Variable x gultig. Das wird nach
der Substitution beriicksichtigt,

a0 fur jeden Ausdruck, in dem u

explizit fir die Grenzen
& notiert wird.
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Kapitel 12

d) Bestimmte Integration der Funktion q(x) durch Substitutio

A,(0,5m) = 0Tsin2(x )cos(x )dx = Ofn (sin(x))* cos(x)dx

0
Substitution: u=sin(x)
du _
dx

& muss aber nicht in allen Details

i
+a?

Iwerken bz elsammlungen die Stammfunktion hierzu angeben
#ngsschri n jedoc dig, wenn die Funktion nicht genau in dieser Form
@ in der £o =— 1 . Anhand dieses Beispiels sollen die
a“x” +1
&gungen ' 6sungsweg dargestellt werden. Dieser Losungsweg kann
dann auf 8hnliche ntegraleé gen werden.
1 1 1 Der Ausdruck muss algebraisch®

fi(x)= ENCI I 12 1 umgeformt werden, dass der Bruch

dem Ausdruck 21 > im
‘ x* +a

Tafelwerk entspricht. Hier wird fuir

O 12 eingesetzt.
¢ t -

f x):tlz(t arctan(tx))+c:%n(b()+c

k ist als Stammfunktion der

(ij angegeben. Man muss nun
a

1 . :
owch p ersetzen und wenn maoglich vereinfad

rkl, Integralrech ganisiert erlernen
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1

J1-k2x?

U12.1 Ermitteln Sie die Stammfunktion von f(x) = auf dem e

>
40‘\ ¥

:\ >
6&&

ielle Integration
ktintegration
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Kapitel 13

Kapitel 13: Partielle Integration oder Produktintegratio

1. Voraussetzung fiir die Anwendung der Formel

Voraussetzung fur diese Integrationsvariante ist, dass g unktion If(x)dx aus

einem Produkt von zwei Funktionen zusammenseigt.

Beispiel: f(x)=4xsin(x)= 4x - sin(x
1.Faktor

Sie wissen bereits, dass m i ®ukt zwgier .
zusammensetzen, also in : Br die Awie Produktregel
anwenden muss. D tionen die liegt e le Produktregel
zugrunde. t&

\3
2. H.erlitu a der | | | e\v o

rwendun W = (u-v)' in leicht veranderter Form

AN
oder, f g :
b —\ u'v + Vv'u

Entweder nach u'v' oder naé&uflc")sen. (vgl. U13.1)

v'u = (uv) —u'v

aus f(x)=uv = f'(x)=(uv)'
da  [f'(x)dx=f(x)
_[(uv)'dx:uv

. Hinweise zur F

einer Funktion und
licht wird, entsteht
der Formel ein

ist kompliziert, kann aber a
It werden. Wie im folgenden B&
und V' zu diesem Produkt auf der
st als das Ausgangsintegral.

'[v'u dx=u-v—Iu'v dx

kompliziertes Integral
aus der
Aufgabenstellung
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4. Produktintegration am Beispiel f(x) = 4x sin(x)

Wie Sie oben schon erkannt haben, besteht der Funktionsterm aus z
festgelegt, wie man die beiden Faktoren den Funktionen u(x) oder u u
ordnet die Faktoren jedoch standardmafig so zu, dass man d
Ableiten vereinfacht. In der folgenden Aufgaben werden bei
daraus resultierende Ergebnis fur die Berechnung des |

©’ ;é‘
&

u'v=-4cos(x)

Der Ausdruck u‘v = — 4cos(x) ist
einfacher als das Ausgangsintegral,
da sich der Faktor 4x vereinfacht.

Maoglichkeit 1 verwerfen Maglichkeit 2 wahlen

uhren der Integration durch
etzen in die Formel

j 4x sin(x)
F(x)

Irechnung selbstorganisiert erlernen 02-030-251©
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Partielle Integration oder Produktintegration
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Ubungen

U13.1 Begriinden Sie anhand der Beispielaufgabe, dass die obe
jv'u dx:u~v—ju'v dx und die Formel ju'v dx =

2xcos(2+ X)dx =

|

2013 Lehrerselbstverlag
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U13.3 Erlautern Sie in Stichworten die Bedeutung einzelnen Zeilen bzw. die erfol
und Berechnungen. Formulieren Sie, welche Besonderheit hier a

) F(x)=.[sin2(x)dx:_[sin(x)- sin(x) dx (1)
i T
u = sin(x) V= !

) v

u'= V' = sin(x))

| J'uv‘dx =uv—ju'vdx

Jsinz(x)dx =-sin(x)cos(x)— J'cos(x)(—co
JsinZ(x)dx =—sin(x)cos(x)+ Ic

JsinZ(x)dx =— sin(x)cos(x)+j

.[sinz(x)dx =—sin(x)

Irechnung selbstorganisiert erlernen 02-030-251©
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Kapitel 14

Kapitel 14: Beispiele zur Integration von e-Funktionen

1. Numerische Integration

X das Substitutions-

ier jedoch mit numerischen

m Trapszverfahren

LY o
L@n (x) = ewtervall [0:4]
reite v\ mithilfe von

Fur e-Funktionen wie f(x)=¢€ * existiert keine Stamm

verfahren und die partielle Integration nicht anwenden.
Verfahren wie der Mittelwertbildung aus Ober-
approximiert werden.

Aufgabe 14.1

Ermitteln Sie einen Naherun

mit der x-Achse einschliel}
Ober- und Untersumme a

A
g

a)

b) Ermitteln Sie die folgen%tionswerte und berechnen Sie den Naherungswert fur die
Flache A .
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2. Die Produktintegration bei e-Funktionen mit linearer innerer Funktion
3. Ergédnzende Betrachtung zur nichtlinearen Substitution bei

tion
n an, da im Vorfaktor

n-1_,bx"

Fur e-Funktionen der Form f(x)=ax""'e™ bietet sich das Substi

die Ableitung des Exponenten enthalten ist.
Aufgabe 14.3
\?
Zeigen Sie, dass die Flache, welche dj nktion \ 0:3
Qe
sC , einer&_ =
Erganzen Sie
Grenze g (vgl

im Vorsc fu Q : -0-4

e-Funktionen mit einer linearen Funktion u(x) im Exponenten und ein
vorkommt, werden mithilfe der Produktintegration integriert.

Aufgabe 14.2

1
Zeigen Sie, dass die Funktion f(x)=3xe 2

x-Achse einen endlichen Flacheninhalt von
einschlief3t.

2FE
Zeigen Sie dazu durch Erganzu S
f(x) die angegebene Stammfunk und fugen
ig G [
pitel

im ersten Quadranten mit

Sie in der Abbildung eine endlichen Flachenin

S

Iy
=-6e 2 (x+2)+cC

Berechnung des Flacheni
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Kapitel 15: Logarithmische Integration

Besonders einfach ist die Integration durch Substitution, wenn die

umgeformt werden kann. Ergénzen Sie:

Beispiel:
1

= Substitution
1+4x

f(x)

alle FoMRUONen, we die For @%umgemrmt werden konnen, auf das
St ™
gral kj Vfl’lhren, n das ausfuhrliche Integrationsverfahren umgehen und die
Stammfunktion sofort mit ormel F(x)= ermitteln.

n an. Achten Sie auf Betragsstriche:
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