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Vorwort

Vorwort

Wie schon in den bereits erschienenen Arbeitsbiichern
zum Thema Integralrechnung und Lineare Algebra beruht
die Erarbeitung der Zusammenhange auch im Themen-
bereich Stochastik auf selbstorganisierten Lernformen.
Die Lernenden werden anhand von geeigneten Aufga-
ben- und Fragestellungen an den Stoff herangefiihrt, in-
dem Erlauterungen sowie Erklarungen frei formuliert
oder entsprechende Liickentexte ausgefiillt und Berech-
nungen selbst durchgefiihrt bzw. erganzt werden.
das Lesen und Erfassen der Texte in allen De
Formulieren von Erlauterungen und das schri
schreiben von Lésungswegen werden daher
fachsystematischen auch Kompeten
der Fachterminologie erworben.
hohen sprachlichen Anteil der A
ist der Erwerb dieser Kompe

Zielgruppe

rt hier a

7’
einén imme ren Stel-
wachsend 5

mit Fachhochschulreife, ®ie diese nbereich im
Rahmen des Mathemaﬁkunterric?% er Schule nicht
behandelt haben, jedoch einen Stufffengang wahlen, in
dem Kenntnisse im Bereich der Wahrscheinlichkeitsrech-
rnfort-

nhalte des Arbeitsbuchs stellen die grundlegenden

waltigung der Aufga Abiturprifung

zu sehen. Im E

r Wahrscheinlichkeitsrechnung geeig
de Begriffe und Arbeitsmethoden, die

usammenhadnge zu einzelnen Themengebieten der Sto-
chastik zur Verfligung und sind damit als Basis flr die Be-

n und erweitern-
inzelnen Themenbereichen
tellen am Ende eines Ka-
nregungen und Verbesserungs-
entgegengenommen und kdnnen
Adress@service@lehrerselbstver-

eitsbuchs aufeinander
se auf Inhalte aus vorange-

pi ‘halten siad, notwendig, dass
e einzel en in der enen Reihenfolge
raen, wobderga de oder erweiternde

%u d.

Betr. stets opjg

1 bis 3
apitel 1

zunachst Begriffe und Definitionen
stellt und elementare Arbeitsweisen,
eise der Umgang mit Baumdiagrammen,
d vertieft. Zusatzlich, insbesondere jedoch
ick auf den allgemeinen Additionssatz und die
e Verwendung bei der Behandlung von bedingten
hrscheinlichkeiten, erfolgt hier anhand von Vierfelder-
tafeln eine ausfiihrliche Betrachtung abhangiger und un-
abhangiger Zufallsversuche

Kapitel 4

Die Betrachtungen zu kombinatorischen Abzdhlverfahren
sind nur auf elementare Problemstellungen beschrankt.
Vertiefende und komplexe Aufgabenstellungen kénnen
erganzend eingefligt werden. Eine Herleitung fir die for-
melmaRige Betrachtung des ungeordneten Ziehens ohne
Zuricklegen, was in den Unterlagen auch als ,,Lottoprob-
lem” bezeichnet wird, erfolgt iber ein anschauliches Bei-
iel unter Einbeziehung des Pascalschen Dreiecks. Der
isierung des Pascalschen Dreiecks an dieser Stelle
rlagen kommt eine vorbereitende Aufgabe
inomialverteilung in Kapitel 9 zu.

ngen zu bedingten Wahrschein-
Herausforderung fir die Ler-
Unterlagen wird ein Schwer-
der Aufgabentexte gelegt,
d auf Standardformulie-
ie Losung der Aufgaben
der beiden moglichen
neten Vierfeldertafel,
t. Vertiefend werden
Idertafeln ergénzt.

indem die Tex

erfolgt dann (iber
Baumdiagramme u
die bereits aus Kapit
dann der Satz von Bay

16 bis 8
jch der Wahrsch
e Beispiele zur E
zogen, wobei fur

teilungen werden
r Zusammenhange
g des Erwartungs-

© Ursula Pirkl, Juli 2014



-6- Vorwort

wertes und der Standardabweichung eine tabellarische
Form verwendet wird, mit der fir diesen Aufgabentyp
eine Systematisierung des Losungswegs erreicht wird.

Kapitel 9
Nachdem der Begriff der Wahrscheinlichkeitsverteilung
verankert ist, nimmt die Binomialverteilung nun eine zen-
trale Rolle ein. Anhand des schon bekannten Pascalschen
Dreiecks wird die Formel von Bernoulli beispielorientiert
hergeleitet, wobei der Bezug zur Bezeichnung Binomial-
verteilung flr die Lernenden anschaulich ersichtlich wird.
Der Schwerpunkt dieses Kapitels liegt dann in der Han
habung entsprechender Tabellen. Auch kann hier die
wendung von Taschenrechnern einflieBen.

Da Erwartungswerte und Sigma-Umgebun
mialverteilung beim Testen von Hypot
vorgehobene Rolle spielen, wird dieser
ausfiihrlich behandelt. Anhand v
wahlten Verteilungen W|rd z
Saulendiagramms einer
gigkeit von n und p verde
re Verteilungen die

dieser Mischung bei jeder Lerngruppe Sti
stehen, die im Bereich des Erwartungswertes liegen, aber
auch jedes Mal Stichproben au
30-Bereichs liegen.
wird, konne

ste Ergebnisse auftr
aussetzung fir das Verstandnis der
atik beim Testen von Hypothesen dar.

ertung des Tests erfolgt zunachst lber die An-
ung der Sigma-Umgebungen und endet schlieRlich
der Behandlung zweiseiti
tung. Schwerpunkt bej
stellungen zu Test
Annahme-und
kurven von B4

\

Kapitel 11
Aufbauend auf die zweisei
hand eines Beispiels aus der
behandelt. Um die
reduzieren und fir
heitliche Losungssy:

alisterung von Annahme-
ithilfe von Hillenkurven der
ahrungen haben
orgeschlagene
fir den Alpha-
mmung der Grenzen
rrschen.

der Nullhy-
opf der Tabelle
ierung der beiden
r. Anhand der vorge-
., wird irrtimlich
n man Bezug auf die im Kopf
n Hypothesen nehmen und so

vornehmen. In der Praxis hat es sich

etrachtungen der Abhangigkeit der Fehler vom Stich-
probenumfang und den Wahrscheinlichkeiten der beiden
Hypothesen sowie die Behandlung von Operationscha-
rakteristiken kénnen als erweiternde Aufgabenstellung
interpretiert werden.

Kapitel 12

Flr Testsituationen, die mit den zur Verfligung gestellten
Tabellen zur Binomialverteilung nicht bearbeitet werden
n, kommt fiir ndherungsweise zu bestimmende L6-
e Normalverteilung zum Tragen. Dazu werden
rmierungsverfahren selbst und anschlie-
weiteren grundlegenden Testsitua-
der Tabelle zur Normalverteilung
men, wie die Bestimmung des
egebenen Fehlern oder die

vertiefende bz

Dank

Flr Anregungen zur in
tung danke ich meinem
ner langjahrigen Freundin
Renate Benz-Heinblicher un
Strempel von der Hochschule

hrerselbstverlag

Einflhrung in die Stochastik

Kapitel 1 Grundbegriffe -7-

Kapitel 1: Grundbegriffe
Aufgabe 1.1

Lesen Sie den folgenden Text und formulieren bzw. veranscgaulich?
man unter den aufgefiihrten Fachbegriffen versteht.

aein wie moglich, was

Chastik bzw.
olgenden werden

Wie in jedem anderen Gebiet der Mathematik, hat
Wahrscheinlichkeitsrechnung auf die Verwendung
grundlegende Fachbegriffe am Beispiel des

3 Wirft man einen Wrfel,

s die Z is 6 fallen kébnnen, da
man jedoch nicht vorher IIt S c

n von einem
i e

elne gerade Zahl ist, dann
rn man sagt, dass das Ereignis
, 4, 6} fallt. Das Ereignis ist nicht
1, 3, 5} gefallen ist. Alle Teilmengen
sweise auch die Menge der durch
relgnlss net

Fallt beim Wurfeln zufallig d|e is des

aller Ergebnisse, hier a

rsuchs die Menge
nge S bezeichnet.

Ist es beim Wrf
spricht man nlch
,,gerade Za

nisse, raden er Menge A und die ungeraden Zahlen der
itig aus , jedoc sam die gesamte Ergebnismenge S bilden, so
et man A und und A nis und Gegenereignis. Man verwendet in diesem Fall

ibweise i und G

Zufalls-
experiment: 9

nis A bzw. Ereignis B und Gegenereignis B.

Ereignis

Gegenereignis zu A (A

4 Lehrerselbstverlag © Ursula Pirkl, Juli 2014



Einfihrung in die Stochastik
-8- Grundbegriffe

Aufgabe 1.2
Der Begriff Wahrscheinlichkeit

: Kapitel 1
ib und zum

i i wirfeln
menge, d.h.
n an hier der
@ diese 7\&@
>
r@ fard Q,,WUrfeln einer geraden Zahl*
mit eiré nden Information, um welches

@zahl aller Méglichkeiten

_ Anzahl der guinstigen Méglichkeiten flr E
- Anzahl aller Méglichkeiten

Bearbeiten Sie die Aufgaben mithilfe der folgenden Definition und Angab
Berechnen von Wahrscheinlichkeiten.

Definition Laplace-Versuch

Wenn man mit einem idealen Wiirfel spielt, weif3 j
genauso grof3 ist wie beispielsweise flr eine 4
jedes Ergebnis hat die gleiche Wahrscheinlich

Geometrie des Wirfels erschlieBen. Ma [
zutreffen als Laplace-Versuche.

Schreibweise fiir Wahrsc
o Kileines p fur di

igni
durch ein

Berechnen der Wahrscheinlichkeit
P(E) eines Ereignisses bei einem P(E)
Laplace-Versuch:

bisher betrachteten Wiirfeln gibt es eine Reihe an
ch zugeordnet werden kénnen. Geben Sie jeweils an, ob es
delt, und ermitteln Sie, wenn méglich, die gesuchten Wahrschein
ufallsversuchs und die it P(E) fur das jeweils angege

e, die einem Laplace-
lace-Versuch
Ergebnis p des

Laplace-
Versuch

fiir ein Ergebnis p

ja O

Einflhrung in die Stochastik
Kapitel 1 Grundbegriffe

Zufallsversuch Laplace- @ Wahrscheinli einlichkeit

Versuch

Roulette einmal drehen ja O
(87 Felder)

nein

Eine Karte aus einem Skatspiel ziehen ja
(32 Karten)

Glucksrad mit gleichen

O
Q
O
O
Sektoren einmal drehen 3

Pite@durch 3) =

o

\0 P(Zahl > 4) =

Glicksrad mit ungleichen
Sektoren einmal d

P(schwarz) =

P(schwarz) =

Aufgabe 1.3
Wertebereich bei

n Wahrscheinlichkeiten, geben Sie die
igen Sie die Merksatze:

P(eine der Zahlen 1 bis 3 fallt) = —

e) P(eine der Zahle

g) P(keine

Urfeln kann man schlief3en:

OBte Wert, den die Wahrscheinlichkeit fir nis E annehme

PE)=___

leinste Wert, den die Wahrscheinli nis E annehme P(E) =

© Ursula Pirkl, Juli 2014



Einfihrung in die Stochastik

-10- Grundbegriffe Kapitel 1

Fur den Wert der Wahrscheinlichkeit P(E) eines Erei
___<PE)x<____

Beim Wrfeln sind die Ereignisse E: ,die geworfene Zahl i
ist nicht durch 3 teilbar“ Ereignis und Gegenereignis.

Begrinden Sie mit diesem Beispiel, dass gilt: P

Aufgabe 1.4

Die empirische Wabhss der groBBen Zahlen

ausgenen K

fallt.

. 1
eitp=—
P 6

ie Wahrscheinlichkeit, mit der eine
igen Flachen nicht bestimmt werden

W rfeln

von Excel als Diagramm ausgewer

Einflhrung in die Stochastik

Kapitel 1 Grundbegriffe -11-
a) Erlautern Sie anhand der Tabellen, was man bei einem Zufallsversuch n Hauflgkelt
H(i) und der relativen Haufigkeit h(i) versteht, und geben Sie die Fgrmel a
Haufigkeiten h(i) berechnet werden. Bezeichnungen: Nummer
Anzahl der Wiirfe: n
Tabelle absolute Haufigkeiten H(i) T. rela n h(i)
Nl n [H(1) H@) H@B) H@4) H(5) H®e) (1) ) h(@B) h(4) h(B) h)
1 10 2 o 2 0 5 1 00 0,2 00 0,50 0,10
2l 20 o 4 3 1 7 3 0 0,20, 0 0,35 0,15
3 30 4 6 4 20 10 4 30 3 0 0,33 0,13
4 40 7 7 6 4 10 0,18 % .10 0,25] 0,15
51 50 8 9 6 4 14 0,16/ o8 1 120 0,08 0,28 0,18
6l 60| 10 12 8 5 14 1 6 “60[ O 0 0,13 40, 23 0,18
71 7ol 10 14 10 6 1 7l 70 20 0,14 24 0,19
gl 8o 12 17 10 14 8 ) 0,21] &£,13 0,24 0,18
of 90| 13 17 12 9 14 0,19 11| 0,27] 0,16
10| 100| 141 18 14 1 1 0,14 p,1 0,10 0,27] 0,17
11 200| 26| 33 0 3 0,13 7/@#,200 0,10 0,24 0,18
12| 300| 37 4 1 00| 0,13¢%0, 0,22 0,10 0,22/ 0,17
13| 400 46 97 1 3| 400 15 0,24 0,100 0,23 0,16
14 500 57 75 14| 500 0,16 0,24 0,11] 0,21 0,15
15| 600 9 8 0 15 11 0,16/ 0,25 0,09, 0,21 0,14
16 5 67] 44 1 1 12/ 0,15 0,25 0,10 0,21] 0,15
17 2 160 A1 0,14 0,270 0,100 0,200 0,14
0 - t: 0 &o
jve Haufigkeit:
bc
b) Erlautern Sie die Bedeutunggs Diagramms
ST - S, $Z$Z090909292 e —e—h(3)
0,30 —— 1 (2)
0,28
026 - - NN XK= N --- - - - A— h(1)
0,24
0,22 > h(
0,20 == h(5)
0,18
0.16 ——h©)
0,14
O

k © Ursula Pirkl, Juli 2014
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c) Beurteilen Sie, ob die 800 Wurfe ausreichen, um eine Aussage zur Wahrschei
kénnen, mit der die Flachen 1 bis 6 bei dem vorliegenden nicht idealeg
Erlautern Sie dabei auch, wie man an einem Diagramm flr die relati

kénnte, ob man von der Wahrscheinlichkeit, fir das Auftreten des Ere achen kann.

A

®

Das Gesetz

, ist Innen sicherlich aufgefallen, dass die
Definition der Wahrscheinlichkeit sehr

_ absolute Haufigkeit des%ignisses E

Anzahl aller Zufallsversuche n

Oberstudienratin Ursula Pirkl

Stochasti

selbstorganisier

E

e

Kap

umdiagramme
ge Zufallsvers

02-032-278
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Kapitel 2 Baumdiagramme -13-

Kapitel 2: Baumdiagramme und mehrstufige Zufallsversuche

Kapitel 2

Baumdiagramme und mehrstufige Zufallsversuche Bei den bisherigen Betrachtungen wurden Zufallsversuche unters ielsweise

nur die Wahrscheinlichkeit ermittelt hat, wenn ein Wirfel einmal g einzige Kugel
aus einer Urne gezogen wurde. Man bezeichnet diese Zufallgversu ige Versuche.
Zufallsversuche kénnen jedoch auch mehrmals durchgefi us mehreren Stufen

Far die Berechnung von

Wahrschelnllchkelten ist dann die Verwendung von uend auf den

Kenntnlssen zZu Baumdlagrammen die Sie b

S ei @ZWGI Kugeln
or dem @ Ziehen

e Zurg

In der rechts abgg , eb hje % eilBe, €

schwarze, eine rG od eine grune S soIIen geln @ @

gezogen we .

ru eime die bIa@ gezogen. Geben Sie den Inhalt der Urne beim
Ziehen an, we

ricklegen en W|rd
) ohne Zurlicklegen gezoger&

c) Vervollstandigen Sie:

Beim Zi halt der Urne nicht. Daher ergeben sich bei beiden
inlichkeit, eine Kugel in einer jeweiligen

er ergeben sich bei der ersten

Ziehen ohne Zurlcklegen verandert sich de

und bei der zweiten Ziehung ie Wahrscheinlichkeit, eine

Kugel in der jeweiligen Farbe zu ziehen.

bstorganisiert erlernen (Beste

lIstdndigen Baumdiagramme mit allen eim Ziehen von
und ohne Zuru€klegen aus der oben abgebildeten Urne a
Ichkeit fir eine Kombination xy aus zwei gez [ ngegeben,

mer die zuerst gezogene Kugel und y imm i t. D.h., wenn
und dann schwarz gezogen wird gilt: P tlichen Sie sich gramm und die

iede hinsichtlich der Ziehungen mit

es & Freunde GmbH, Koblenz (Ger,
ehrerselbstverlag.de

k © Ursula Pirkl, Juli 2014
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-14- Baumdiagramme Kapitel 2

Abb. 2.2 Baumdiagram iehe e

Zuru‘:

Abb. 2.1 Baumdiagramm fir Ziehen mit
Zuricklegen

Zweite Stufe des Baumdia-
gramms fir das Ziehen der
zweiten Kugel

Erste Stufe des
Baumdiagramms
fur das Ziehen

der ersten Kugel

@
9
3
Qe

TS Q0SS QUOWS QU S

enfolge, in der

Wenn man die Reihenfolge, in der
die Kugeln gezoge
beachtet, gibt eg
gleichwah

reignisse.

Wende e nung von Wahrscheinlichkeiten an, erd r die
Wahrg Zine bestimmte Rgelkombination xy zu ziehen, folgende Wé

ucklegen: P(xy) = i =0,

e Zuricklegen:  P(xy)= i =0,

bhrerselbstverlag

uli 2014

Einflhrung in die Stochastik
Kapitel 2 Baumdiagramme

-15-

Aufgabe 2.3
Einfache Additionsregel
Mithilfe der ausfiihrlichen Baumdiagramme und der Kenntnis, dass m lon Xy beim

e Zuricklegen die

it Baugdiagrammen
und %@ufgabenstellung,
Beispiel 1 ‘\

Bestimmung der Wahrscheinlic zogenen ;befindet sich
mindestens eine rote Kugel”, - lenim B amm.

Ziehen mit Zuricklegen die Wahrscheinlichkeit p =2l5

Wahrscheinlichkeit p =2l0= 0,05 hat, sollen nun

erarbeitet werden. Ubertragen Sie die Vorge

Ziehen mit Zurtickle

ramm kann man durch

en, dass es 8 von 20

gibt, eine rote Kugel zu erhalten.
ich:

Aus dem Baum

rot) = P(wr) + P(sr) + P(rw) + P(rs) + P(rb)
+ P(rg) + P(br) + P(gr)
1 8 2

¢
Bestimmung der Wahtscheinli hgles Ereignisses: ,Es werden beim zweimaligen Ziehen zwei

gleichfarbige Kugeln gezogen

Ziehen mit Zurlicklegen Ziehen ohne Zurticklegen

urch Abzé&hlen ergibt sich:

iche) =0 (unmégliches Ereignis)

Aufgabenstellung

en die Werte 0,48 und
t sich genau eine

Zeigen Sie analo

nter den zwei gezogenen
ote oder eine blaue Kugel.

P(genau eine bunte)

© Ursula Pirkl, Juli 2014
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Erganzen Sie anhand der Erkenntnisse aus den Beispielen und der Aufgabe de
Regel:

Einfache Additionsrege

Besteht ein Ereignis E aus mehreren einzelnen disjunkten i itE={e,, e, €3, ... ),
dann kann die Wahrscheinlichkeit P(E)

einzelnen Wahrscheinlichkeiten

P(E) = P(e

*die einzelnen Ereignisse e; haben nur

Aufgabe 2.4

6®
N\
&

urii
mit allen ISsen un issen, wie in den
' diagr ) denen das Heraussuchen bzw.
igni t. Es sollen daher nun

elt werden. Als Beispiel dient das
beim zweimaligen Ziehen mindestens
en verwendeten Abz&hlmethode anhand des
mit Zurlcklegen die Wahrscheinlichkeiten flr die
ps jeweils als Bruch an.

Reduzierte Baumdiagr

Das Zeichnen eines vol

Abkurzung far rotgezogen: r und Ab&ung fur das Gegenereignis nicht rot gezogen: r

— Beide Kugeln sind rot P(rr):

Wabhrscheinlichkeiten fur die vier Ereignisse sollen nun auf eine
reduzierten Baumdiagr. ch die fur die Aufgabenstellu

und nicht rot r er.

Anstatt jed iehung zu zeichnen, fasst man m

einem Ergebnis, sondern auch zu e

Das igt man dann, indem man an einen Ast die

e Ereignis bei der Ziehung, hier die Wahrsc lichkeiten fiir r

reignisses P(m ich das
bei den Wahrs

nung der Wahrscheinlichkeiten des hig
diagramm an. Erganzen Sie die fe

Einfihrung in die Stochastik
Kapitel 2 Baumdiagramme

-17 -

G\ beiden Stufen
des Zufallsversuchs
wird nun nur noch
zwischen den
Ereignissen rot und
nicht rot
unterschieden.

(U
/Die

Wahrscheinlichkeit
eine rote Kugel zu

ziehen ist in beiden

Stufen 1und kei '
%

P(rr), P(rr), P(rr) und P

multiplizie

rote Kugel z
ziehen in beid
Stufen z

keiten an den
erzweigung ist

Erlautern Sie, welche Regeln fur die Berechnung von P(mit ro
wurden:

Die Wahrscheinlichkeiten f{}

man die Wahrscheinlichk

rbzw. r entlang g@xugeh
Stufen, d.h. entla cs P

Die Summe der Wahrschein-
lichkeiten der Ereignisse aller
Pfade hier_also ) N
P(rr) + P(rr) + P(rr) + P(rr)
ist immer 1.

Wegen verwendet

4 Lehrerselbstverlag

k © Ursula Pirkl, Juli 2014
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Einflhrung in die Stochastik

Aufgabe 2.5

Reduzierte Baumdiagramme beim Ziehen ohne Zuriicklegen

Beim Ziehen ohne Zuriicklegen ergibt sich fir das Ereignis E: ,Man erha lig iehen
mindestens eine rote Kugel®, das folgende reduzierte Baumdia

Da nach dem ersten
Ziehen keine rote
Kugel mehr
vorhanden ist, fehlt
der Ast rot in der
zweiten Stufe des
Baums und es gilt:
P(rr) = 0.

Nicht rot zu ziehen
ist damit das sichere

\ Ereignis.

ﬁ. r It ) _—
sich die scheinlich ‘n den Asten der zweiten Stufe des
nlichkei rsten Stufe unterscheiden.

&
Vo

b) Zeigen Sie, dass die Summe der Wahrscheinlichkeiten in jeder Verzweigung den Wert 1 annimmt.

inzelnen Pfade die Werte

Stellen in der Abbildung

chnung, dass sich fur die

und 2;40 :% ergeben, und tragen Sie die We

g, wie man aus den Wahr der einzelnen

d) Erldutern Sie d
einlichkeit des Ereignisses erhalt.

Ereignisse

Kapitel 2 Baumdiagramme -19-
Aufgabe 2.6
Pfadmultiplikationsregel
Erganzen Sie den folgenden Satz anhand der Betrachtungeg von AN einer gultigen Regel:

Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses bei einem erechnet man

durch s, der zu dem

gesuchten Ereignis fihrt.

Aufgabe 2.7

\‘
Zusammenfassung 4 ~ \0
Erganzen Sie a Pobi '&vs die foI@Texte:

>

o

\ 1b2) =P Qs %

O %

P P(abs) =p, - d, S
a, =
9 b4 P(a2b4) = - rap
P(azbs) = S

o

(1)

>

Die Wahrscheinlichkeiten der Ereignisse P(ajb;) werde jon der Einzelwahrschein-

lichkeiten entlang eines berechnet.

ses P(E), das sich aus Ere bilden lasst, wird

u E passenden Wahrscheinlichk

me aller Ereignisse P(ajb;) ist immer
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Aufgabe 2.7
Bestimmen anhand der bereits bekannten Urne (s. rechts) fir das Ziehe

Zurlcklegen die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses E, mindestens eine

zu erhalten, indem Sie Ihre Kenntnisse Uber reduzierte Baumdlagramme
Pfadmultiplikationsregel und einfache Additionsregel anwenden

die Angaben im Baumdiagramm, und vergleichen Sie lhre Ende '

Aufgabe 2.3.

Verwendete Abkirzungen: bunt b und nicht bu

Ziehen mit Zuriicklegen:

OQ% ‘&@x‘

far die Berech

Weg 1:%(E) = P(bb) b)+P(b + + =

Weg2: P(E) =1-PE)=1-P(#)=1-__ =

Ziehen ohne

Berechnung von P(E):

) + P( ) + P( )

Einflhrung in die Stochastik
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Aufgabe 2.8

Ergéanzen Sie die Wahrscheinlichkeiten an den Asten der Baumdi Sie durch

Rechnung die angegebenen Ergebnisse.

a) Aus der bereits bekannten Urne soll so lange ohne Zurg
Kugel gezogen wird. Ermitteln Sie die Wahrscheinlichke § de
Baumdiagramms und bestétigen Sie die Wahrsgiglich

<4

Im ersten Zug ¢

n, bis die schwarze
des zughdrigen

gebenen Ereignisse.

A

K ifalls uch isig endet,
k schwar ezogen
urd amlt lesen Pfaden

ch keingw st gez
erden.

=0,2

=0,2

=0,2

=0,2

ten ZugV ( N =02

b) Zusétzlich zur ersten Urne @es eine zweite Urne, in der eine weil3e und eine schwarze Kugel liegt.
Es wird zuerst eine der beiden Urnen ausgewahlt und dann aus dieser ausgewéhlten Urne eine Kugel
entnommen Bestétigen Sie, dass die Wahrscheinlichkeit, eine weiBe Kugeln zu ziehen, 35% betragt.
gorigen Baumdiagramms die fehlenden

Bachverhalte beinhalten.
1. Stufe: Auswahl der
Urne

2. Stufe: Ziehen der Kugel

P(Umelw)=

k © Ursula Pirkl, Juli 2014
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Kapitel 3: Vierfeldertafel
Als Alternative zu Baumdiagrammen kann man bei geeigneten Zu ilagramm

che
durch eine sogenannte Vierfeldertafel ersetzen. Die Verwendung e bei der

Behandlung von bedingten Wahrscheinlichkeiten (s. Kapitelg) sehr

Aufgabe 3.1

a) Struktur der Vierfeldertafel bei stochastisch
Zufallsversuchen, wie beim Ziehen mit Zyrii

Aus der durch Kapitel 2 bekannten Urn
gezogen werden und das Ereignis ,E
gezogen“ erneut betrachtet werden. D
Sie bereits in Aufgabe 2.7 er je
allerdings auf eine etwas v '
Wenn das Ereignis ,,Zwei
gezogen worden. D ird

angegebenen

A aae

Die folgende Abbildung zeigt eine Vierfeldertafel fir diese Aufgabenstellung. Verdeutlichen Sie sich,
dass die Wahrscheinlichkeiten. welche man an die Aste des Baumdiagramms schreibt, in den
hellgrauen & | erscheinen und die Wahrscheinlichkeiten fur die
Ereigad ingetragen werden.

b erste Ziehung

t immer den Wert

Felder in der
nn ein
bhangig, man
klegen erfullt.

eichen Zeile und Spalte ermitteln. Die
ufallsversuch vorliegt, bei dem die
gt stochastisch unabhéngig, von

4 Lehrerselbstverlag k © Ursula Pirkl, Juli 2014
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Aufgabe 3.2
a) Erganzen Sie im folgenden Uberblick fiir den Zusammenhang von Ba ' ' ertafel

bei einem stochastisch unabhangigen Zufallsversuch die fehlende

lIsversuchen, wie beim Ziehen ohne

gabe a) wird n
enstellung haben Sie bereits in Au

genen Kugel betrachtet. Auch
Baumdiagramm erstellt.

zen Sie die fehlenden Angaben, und
autern Sie, woran man im Baumdiagramm
erkennt, dass ein Zufallsversuch ohne
Zurlcklegen erfolgtd

Einflhrung in die Stochastik
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Vierfeldertafel:
Da beim Ziehen ohne Zuriicklegen die Wahrscheinlichkeiten de es von dem

Ausgang der Ziehung in der ersten Stufe abhéangen, bezeichne \ it dieser
: erdeutlichen Sie sich

b erste Ziehung

b erste Ziehung

Her Wahrs i eiten i@neren Feldern ergibt
iv alte in d* ren Feldern.

tufe des&* rden an den entsprechenden Stellen
. %ﬁ zweit * s Baumes kann man der Vierfeldertafel nicht

gv éuBere\li entnehmen.
ie Wahrschein iten dey i elder lassen sich nicht durch Multiplikation der beiden

gehdrig € er au3 er in der gleichen Zeile und Spalte ermitteln.

v

. Spalte immer

Aufgabe 3.3

In einer Vierf inlichkeiten fir einen stochastisch unabhéangigen und

en. Fassen Sie die Gemeinsamkeiten und
ie die folgenden Texte erganzen:

en die in den auBeren Feldern
enen Wahrscheinlichkeiten den We

und

umdiagramms, wahrend bei

der

ehérigen Baumdiagramm n Feldern der

ngigen und h kann man die

nlichkeiten der duBeren Felder durch entsprechende Summ s den Werten

Feldern ermitteln

k © Ursula Pirkl, Juli 2014
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c) Bei einem stochastisch unabhangigen Zufallsversuch kann man die Werte fG
lichkeiten der inneren Felder durch entsprechende Multiplikation der

Feldern ermitteln. Das ist bei einem s

Zufallsversuch

dern eggeben bei

MEC

ibt

\’§'

er Vierfeldertafel

d) Die Summe der Wahrscheinlichkeiten in der Zeile un

einem und eine uch bei

jeder Vierfeldertafel den Wert 1.

e) Die Summe der Werte fir die W

Ubungen

3.1  Priifung auf sto

Vierfeldertafel zu einem
angigen Zufallsv

Merkmal D Merkmal 5
Merkmal C 0,08 0,12
Merkmal C 0 0,48 0,8

Einflhrung in die Stochastik

Kapitel 3 Vierfeldertafel -27-

U3.2 Aus einer Urne mit 2 roten und 4 schwarzen Kugeln werden zwei Ku

Die Kugeln werden mit Zurtcklegen gezogen. Erstellen Sie ei umdi gy agen Sie
die Werte fur Wahrscheinlichkeiten und Ereignisse an die e de
Vierfeldertafel, und prufen Sie, ob die Regeln fur die Addition

Vierfeldertafel erfullt sind. i

\
9 \0
Q ~o R\
® Mt 5
Vie afel: v \
Q AN

\'9(,

Baumdiagramm:

\°°’

egeln flr die Addition sind

ie Regeln fur die Multiplikation sind

k © Ursula Pirkl, Juli 2014
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U3.3 Bei einem Gliicksspiel gibt es eine Urne mit 2 schwarzen
und drei weiBen Kugeln. Es soll ermittelt werden, wie die
Mischung aus schwarzen und weiBen Kugeln bei einer
zweiten Urne aussehen muss, damit die
Wahrscheinlichkeit zwei schwarze Kugeln zu ziehen bei
10% liegt, wenn aus jeder Urne ein Kugel gezogen wird.

Abkurzungen:  S1 schwarze Kugel aus Urne 1,
S2 schwarze Kugel aus Urng

a) Begrunden Sie, warum es sich bei dieg
Zufallsversuch handelt, obwohl es sic

anglgen

ruckl gwandelt

rscheinlichkeit eines
reignisses ist bekannt

Hilfe:
Die fehlenden Wahrscheinlichkeiten in
der zweiten Stufe des Baumes lassen
sich durch Rickrechnen aus der an-
gegebenen Wahrscheinlichkeit fur das
Ereignis ,zwei schwarze Kugeln“ und
den Pfadwahrscheinlichkeiten in der
ersten Stufe berechnen. Ergénzen Sie
die fehlenden Wahrscheinlichkeiten in
der zweiten Stufe und zeigen Sie, dass
s in Urne 2 eine schwarze und vier
e Kugeln geben muss.

ol w

ativ zum Baumdiagramm kann die Lésung a eldertafel ermittelt
erden. Berechnen Sie die Felder, ohne auf die Erge

zuruckzugreifen, und vergleichen Sie anschlie3end die

Da es sich um eine
unabhangigen Zufalls
man die Additions- und
beim Ausflllen der Vierf
Beispielsweise kann P(S

2
< P(s2)=

Einflhrung in die Stochastik
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U3.4 Ein Falschspieler wirft gleichzeitig eine ideale und eine gefalschte M
Wahrscheinlichkeit zeigt die gefélschte Minze Wappen an, wenn das
zeigen Zahl“ eine Wahrscheinlichkeit von 30% hat. Berechn ie ge
zunéchst mit einer Vierfeldertafel, und Uberprifen Sie Ihr Er

(3‘ °

'&

\‘19

einem els werde
It. Wie mus alschspy
Wahrscheinlichkeit von
und vergleichsweise mit

innen will? Lésen Sie die Aufgabe mithilfe einer Vierfeldertafel
m Baumdiagramm.

k © Ursula Pirkl, Juli 2014
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Aufgabe 3.5

Die Vierfeldertafel mit absoluten Werten
Es gibt haufig Aufgabenstellungen, bei denen keine Angaben zu den Wa iten eines
Merkmals gegeben sind, sondern absolute Zahlen vorgegeben all kann man

mit Vierfeldertafeln arbeiten.

Zahlenbeispiel:

An einer Schule mit 720 Madchen und 480 Jungen Schuler und
Schilerinnen erkrankt. Die Sekretarin hat 144 K 7§ ne Statistik
soll untersucht werden, ob die Grippeerkranku tochastisch
abhéngig ist. e
Abkurzungen fir die Vierfeldertafel: 6
Info: \g
Aussehen der
Vierfeldertafel ‘
fir absolute y \ V"
Werte ..k VA ‘ , - M M
M — A J
| K amtzahl
Erlauteg@Si @ Au abenst&m Bedeu % :
MNK
MNK: V ’: '5
MK
Schritt 1:
Schritt 2:
Durch
Anwendung der
Additionsregel
fehlende Werte
ermitteln.

Erlautern Sie, wa M N K eingetragen wird.

e der Wert 240 ermittelt wird.

Einfihrung in die Stochastik
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Schritt 3:

Ermitteln der
Wahrscheinlichkeiten
far die Felder der
Vierfeldertafel

=
o
o

a) Erlautern Sie, wie die Werte flr die Fe erech . 0‘

L@g au he Abhangigkeit die Werte der
aber Wahr, eiten angibt.

60

nden SieM i F@ , dass die Erkrankung an Grippe stochastisch unabhangig ist.

4 Lehrerselbstverlag k © Ursula Pirkl, Juli 2014
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Aufgabe 3.6 2. Lésung Uber die Vierfeldertafel.
Die Vierfeldertafel und der allgemeine Additionssatz Fullen Sie die Vierfeldertafel aus, und zeigen Sie, dass sich fiir lls ein Wert

von 12,6% ergibt.
In Kapitel 2 haben Sie die einfache Additionsregel flr die Berechnung de

Ereignissen kennengelernt. Lesen Sie ggf. zur Wiederholung in an unter dieser _

Regel versteht. Anhand des folgenden Beispiels soll gezeigt we iInfache Additionsregel F F

nicht immer angewendet werden kann und zu einer allgegginen | erweitert werden

muss. g

Zahlenbeispiel: \0

In einer Glasbléserei entstehen bei der ' . Die 's»en Lufte JEse oder

Formfehler oder auch beide Fehler de \ ¥, Glaggr u rmfehler

bei 8% der Glaser festgestellt. Die ' auf. Ein f Wpehaftetes Glas

wird als Ausschuss aussortiert und molzen. E ittelt wer viel Prozent t tiberein und

Ausschuss entsteht. Isch sein.

Abkurzungen

ein Lufx&ss 0‘

L
% ler |Q
rschiede@&en ermittelt werden:
6 ; g ngWife der Vierfeldertafel sehr anschaulich analysiert

eispiel erfolgten Uberlegungen mithilfe der

ie durch entsprechende Rechnung, dass 12,6% der
ssware sind:

nzen Sie: Der Ausschussanteil setzt sich au Fehlern und aus

lasern mit einem der beiden Fehler zusammen un

Lésungsweg 3 in

+P(FAL)+P(FAL)
)+2-P(FL)

P(Ausschuss) aus der Summe von P(L) und P(F) berechne n, dass das

en beider Fehler, namlich P(F n L) Rechnung

3t und das ist

k © Ursula Pirkl, Juli 2014
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Begrinden Sie allgemein, dass der Ansatz: P(Ausschuss)=P(L)+P(F)-P(F L) htige bnis
liefert, und weisen Sie dies auch am Zahlenbeispiel der oblgen Aufgabe

Begrundung:
Nachweis am Zahlenbeispiel: Ausschu‘ P(L)+ P|ii e \0

»™
(09 ‘\

_%

Verallgemeinerte Form

Damit in un usswar e| t es aus, dass mindestens

einer degbe itt. iert kann m n: Es tritt ein Formfehler oder ein
htisch W|rd derbezi %ﬂlt dem Zeichen u angegeben. Flr zwei
A bzw B net we o t: P(A oder B)=P(AUB)

einen AW ergibig

Igemeine Additionsregel
Fiir zwei Ereignisse A und B gilt: P(A UB)=P(A)+P(B)-P(ANB)

Oberstudienratin Ursula Pirkl

Stochasti

selbstorganisier

torische Abzahl

e

E

02-032-278
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Kapitel 4: Kombinatorische Abzahlverfahren
Wir haben bisher in erster Linie Zufallsversuche betrachtet, bqi de chkeit eines

estanden,
me mit vielen Asten
und Stufen, kénnen diese sehr umfangreich und unlbersi in diesen Fallen auf

Ereignisses mithilfe von Baumdiagrammen, die aus wenigen Aste

Kapitel 4

Kombinatorische Abzahlverfahren zurlckgreifen.

Aufgabe 4.1
Produktregel
Jemand mochte im Kreis Grof3-

und winscht sich ein Kennzei
gleiche Buchstaben hat und

Ende jeder Verzweigung

a ‘0 Stufe Anzahl der M&glichkeiten am

ennzeichen wie oben
reinfachend soll hier
hstaben und drei
der dreistelligen
folgenden Seite
zeichen mit der

b) inlichkeit, rein zufallig ein w
Adlichen Kennzeichen besti
B-Gerau nur Nummernschild
sschluss von Umlauten und eine
gen geben soll. Ermitteln Sie mithilf

Baumdiagramms, warum man die Anz

bstorganisiert erlernen (Beste

ehalten: hts reserved.
, auch auszugsweise, vorbehaltlich der Rechte,
aus §8 53, 54 UrhG ergeben, nicht gestatte

SelbstVerlag
es & Freunde GmbH, Koblenz (Ger,
ehrerselbstverlag.de

6-9-10-10=585000

Baum die An lichkeiten an
, warum nur ei und nicht das

men kann, indem Sie in der Tabelle flirg
nden jeder Verzweigung eintragen,
te Baumdiagramm dargestellt wird.

4 Lehrerselbstverlag © Ursula Pirkl, Juli 2014
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1 Aufgabe 4.2
A 2
A B 2 Geordnete Stichproben mit Zuricklegen oder Variation
C 1
o 2 : 2 ; N Anzahl aller Méglichkeiten
D 7 4 3 n Anzahl der Kugeln in einer Urne
8 5 4 k Anzahl der Ziehungen
: 9 6 5
: 7 6
é 8 a) Erlautern Sie beispielhaft anhand der bergg
X 7 g Rechenregel zur Ermittlung der Anzahl
Y ¢ 3 Kugeln mit Zurucklegen gezogen @
Z Q ¢ die Reihenfolge der Kugeln eine R
Begrindung und Erlauterung: 6
g
_ _ ‘ a _ o hat vier
Bere ng" das nzeichnen anhand der Definition der el beily ahlens Berechnung von allen Kombinationsmdglichkeiten
r nlichkert: wendet werden d zeigen @ s es im ungunstigsten Fall mehr als zweieinhalb
0 en dauert,ein essen mbination durch Probieren herauszufinden, wenn fir jede
V he Einstw e Seku tigt wird.
P(Wunschkennzeichen)® Anzahl d schken.nzelchen _ _ 9% 6
A er Kennzeichen 9

Wenn Sie die Erlaut wird ersichtlich, dass man die Anzahl aller
hl der Méglichkeiten an den Verzweigungen

iese Berechnungsmethode wird in der

allsversuch bestehe aus k unabhangigen Stufen,
in der k-ten Stufe n, mégliche Ergebnisse gibt. Dann wir
reignisse N des Produkts N=n, -n, - ... -n, berechnet.

fe n4, in der 2. Stufe n,

Geordnete Stichproben ohne Zuriicklegen oder Permutat

N Anzahl aller
N = n(n—-1)(n-2
ng von Wahrscheinlichkeiten b
rschieden zwischen:

N = n(n-1)(n-2) ... rich: n-Fakultat)

Reihenfolge der Ergebnisse eine Rolle
eichen). Man bezeichnet diese Stichproben als geordnete Stic

suchen, bei denen die Reihenfolge der
et diese Stichproben als ungeordnete

Wenn Sie einen wissenschaftlichen Tasch
mit einer entsprechenden Taste oder T

hner verwenden), dglichkeit n!

Man

© Ursula Pirkl, Juli 2014
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a) Bestatigen Sie diese Regel zur Ermittlung der Anzahl aller méglichen Ereignis
aus der bekannten Urne (s. Aufg. 4.2) drei Kugeln ohne Zuriicklegen gegggen w
Reihenfolge der Kugeln eine Rolle spielt. Erldutern Sie auch, warum
Ziehung mithilfe der Summe (n — k + 1) berechnet.

ie k-te

1. Ziehung: n =5 Kugeln

2. Ziehung: n—-1 =n-2+1=5-1=___ Kugeln

MéglicQkeiten

3. Ziehung: n—__ =n-3+1=5-2= e damit ichkeiten
v Q
Insgesamt gibtesalsoN=___- bina'Ql Q \Qb

Erlauterung:

ieh%*z- '-&
ie einN = —2) ... (n-k+1) bzw. N = n! bei der folgenden Aufgabe
und ber@ ie jeweils die Anzahl der unterschiedlichen

Kombinationsmdglichkeiten.

Ein Mdbelhersteller bietet fur ein Regalsystem 10 verschiedene Module an. Zeigen Sie durch
Rechnung, dass sich mehr als 150 000 Varianten fir die Zusammenstellung der Regalwand ergeben,
zw. mehr als 3 500 000 unterschiedliche

e einmal gekauft wird. Zeigen Sie auch,
galwédnde zusammenstellen kann.

) Auswahl 10 Module im Mébelmarkt

(3) Variation

hrerselbstverlag

Einflhrung in die Stochastik
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Aufgabe 4.4

Ungeordnete Stichprobe ohne Zuriicklegen oder unvollstandi

Beim Lotto werden aus einer Urne mit 49 Kugeln mithilfe de eln ohne
Zurlcklegen entnommen, wobei die Reihenfolge, in der di , keine Rolle spielt,

ob man gewinnt oder verliert. Stichproben, bei denen es, wi t auf eine bestimmte
Reihenfolge bei der Ziehung ankommt, werden als i en bezeichnet. Die Formel,
mit der man die Anzahl der Kombinationsméglichke der folgenden
Aufgabenstellungen veranschaulicht werden,

Aufgabenstellung:

Aus einer Urne mit n bunten Ku
unterschiedlichen Mdéglichkeite,

zogen. ahl der
n, sol@mit eichnet werden.
»

nnen, ist endig zu akzeptieren, dass es
VQ s einer entnehmen, auch immer eine

= I ziehengD pricht der einen Mdglichkeit, nichts
e (r eine Urne mit n = 0 Kugeln.

M- >\
WV

2. In der Urne befindet sich eie ugel also n = 1 Kugeln

N

Es gibt eine Moglichkeit N =N=1
nichts zu tun:

Es gibt eine Méglichkeit N =N=1

keine Kugel ziehen k= nichts zu tun:

eine Mdglichkeit eine Kugel

=>N=1
rne befinden sich eine rote (r) und eine gr 2 Kugeln

keine Kugel _ B
ziehen k= =N=___
e_ine N =
zig I

=N=

nd g gezogen

© Ursula Pirkl, Juli 2014
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4. In der Urne befinden sich eine rote (r), eine griine (g) und eine blaue (b) Kuge

Beachten Sie bei der Bestimmung der Anzahl unterschiedlicher Kom
zwischen Kugelkombinationen wie rg und gr nicht unterschieden wird
als eine Kombinationsmoglichkeit gewertet werden.

somit nur

keine Kugel K =

ziehen I —

eine Kugel K =

ziehen I —

zwei Kugeln K =

ziehen B =N =

is: rg un gr
nd bg

isTAlle Ereignisse

nen als eine Kombination
br aus rot grin blau angesehen
werden)

entsprechenden Stellen die in Aufgabenteil 1. bis

=N =

Wie lhnen vielleicht schon beka den die Werte von N das sogenannte Pascalsche Dreieck.
Informieren Sie sich in geeignete is,e wie das Schema fur n=4 und n= 5 fortgesetzt wird, und
bestimmen Sie diese Werte ohne Verwendung weiterer Betrachtungen von Ziehungen aus Urnen
bzw. ohne Erstellung von weitereg Baumdiagrammen.

Einflhrung in die Stochastik
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6. Verallgemeinerungen

Die Werte von N werden auch als Binomialkoeffizienten bezej man die

eispielsweise die oben

gs _

Die Werte flr die Binomia, i chleden @ mlttelt werden.

Schreibweise [kj (sprich: ,,n Giber k*). Damit ergeben sich bei

berechneten Werte:

b des Ta@chners Bet Eingabe : 5[nCr| 2 ergibt 10
ithilfe der &

*Englisch: Combinatio

Eingabe: 10m 4 ergibt 210

51
Bp.- | 54321 52
3) 381(5-3)1 3.2121 1

rechnen Sie mit dem Taschenrechner, wie
hmen, wenn die Reihenfolge der

kauft vier Flaschen.
en Saftsorten

verschiedene Sorten Frucht
eiten, eine Mischung aus
orte nur eine Flasche geka

© Ursula Pirkl, Juli 2014
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Kapitel 4

Einflhrung in die Stochastik

Aufgabe 4.5

Anwendung der ungeordneten Stichprobe ohne Zuriicklegen auf dag

Wir betrachten zunachst die abgebildete Urne, in der sich n = 1
unterschiedliche Kugeln befinden, von denen 5 grau gefa
10 weil3 sind (nyeiz = 10). Berechnet werden soll die Wah
dass sich unter k = 5 gezogenen Kugeln 3 graue (K gs= 3)
(kweiz = 2) Kugeln befinden.

Die folgende Vorgehensweise beruht de hrscheji i(@‘owie de thsatz
bei kombinatorischen Abz&hlverfahr i [ eit bgg Au stellungen
dieses Typs vorzugehen. Verdeutli ; ' ") wende @s Verfahren
anschlieBend auf das Gllcksspiel L %

ungen von grauen

eiBen Kugeln kébnnen
Is jeweils getrennte und
neinander unabhangige
Vorgange betrachtet werden.

Anzahl der
Méglichkeiten aus
10 weilBen Kugeln
2 weilBe zu ziehen.

n

ngesamt =15 <
n

k

Ll

P3grave) =~ 15\ 3003
)

=0,14985=15%

gesamt —

anl der
ungen in die
crkmale grau und weil3
ziehen aufteilen.

uli 2014
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Berechnung der Wahrscheinlichkeiten beim Lotto ohne Beriicksichti

Wenn man die Vorgehensweise auf die wdchentliche Ziehung der n man wie
folgt vorgehen. Aus den 49 Kugeln werden 6 gezogen. Diese 6 Ku e in der Urne

oben als grau markiert. Hat man auf dem Tippschein grau markiert euzt, entspricht das
dem Ziehen einer grauen Kugel aus der Urne oben.

a) Wahrscheinlichkeit fiir 6 Richtige, also der Zj

n

gesamt pui—
grau —
kgesamt = —<
Kweis =
b) Wahrscheinlichkej

n

- = 0,002%
14Mio

gesamt pai—
S

O

scheinlichkeit ichtige, &r Ziehung von 4 in Gedanken grau markierten Kugeln

%'96?(4 Rmhﬂge):( o)

weiB T ——

g = .

~ ~0,1%

k

gesamt =

in Gedanken grau markierten Kugeln

P(3 Richtige) = ~1,8%

k

gesamt =

einerung des Lottoproblems

Sie den Ansatz fir das ,Lottoproble erfahren
einert und auf Problemstellungen § war wenig mit
en von Lottozahlen zu tun haben, j en kénnen.

k © Ursula Pirkl, Juli 2014
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Einflhrung in die Stochastik

In einem Behalter befindet sich eine begrenzte Anzahl n von beliebigen Gegens
Gegenstande mit einem Merkmal 1 und einem Merkmal 2 einteilen kann, wobei e
die Gegenstande mit dem jeweiligen Merkmal voneinander unterschiede
entnimmt k dieser Gegenstande und berechnet die Wahrscheinlichkeit,
1 bzw. 2 in der Stichprobe enthalten sind.

Verallgemeinerter Ansatz:

Aufteilen der
Gesamtanzahl n bzw.
aufteilen der
Ziehungen k in die
jeweilige Anzahl mit

Merkmal 1 und 2.

a) Wenden Sie diesen An
Baumdiagramms (B

Kapitel 4 Kombinatorische Abzahlverfahren -45-
b) Vergleichen Sie den Rechenaufwand der beiden Wege, und beurteilen 5 it, die
Wahrscheinlichkeit, bei 8 gekauften Lose 5 Nieten zu erhalten, Uber ein " u ermitteln
Ergénzende Ubungen:
i Merkmalen
hung zzahl mit ein, so hat man in der Trommel Kugeln mit

kmalen: Gewin Zusatz d Verliererkugel. In diesem Fall kann man das
chema vge fol

n=6 " (Gewin

n= 49 n,=1 (Zusatzklgel)

(n1J (nZ] (nsj
ns=4 ' 1k, | N +N,+n,=n
P(A) = : t

einlichkeit ermitteln.

se ,,5 Richtige mit Zusatzzah chance von etwa

it Zusatzzahl) =

© Ursula Pirkl, Juli 2014
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Kapitel 5: Einfihrung in den Begriff der bedingten Wahrscheinl

Im Kapitel 3 haben Sie sich im Zusammenhang mit den Vierfelder
abhangigen Zufallsversuchen befasst.

Aufgabe 5.1

a) Nennen Sie zur Wiederholung, mit welchem Kri
Vierfeldertafel erkennen kann, dass ein Zufallsv

Kriterium bei einem Baumdiagramm:

Kriterium bei

2 ufallsversuchen entstehen Fragestellungen, die
uhren. Verdeutlichen Sie sich die Vierfeldertafel fur
olgende Beispi ati rch Rechnung, dass die Wahrscheinlichkeit an Grippe zu
ken vo% t stoch@ héngig ist:
In einer Region, in der 45% der Bevdlkerung ménnlich sind, haben sich 35% der gesamten

Bevélkerung mit einem neuen geféhrlichen Grippevirus infiziert. Mithilfe der Angabe, dass das
' en mit einer Wahrscheinlichkeit von 15% auftritt und

Beispiel:

G
P(MNG) = 0,2

P(MNG) = 0,15

P(G)=0,35

r stochasti

k © Ursula Pirkl, Juli 2014
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Kapitel 5 Bedingte Wahrscheinlichkeiten -49 -

Aufgabe 5.2

Erstellen von Baumdiagrammen zu der Vierfeldertafel aus Aufgabe

Zu dieser Vierfeldertafel kann man unter zwei Gesichtspunkten ein Bau > da die
erste Stufe des Baumes das Merkmal mannlich M oder nicht m&gich M, Merkmal an
Grippe erkrankt G oder nicht an Grippe erkrankt G enthalten ka 2 In den beiden

Baumdiagrammen die fehlenden Ereignisse.

1. Stufe:
Merkmal Mann oder Frau (nicht Mann)

_ (N
M
€ P
pielt keipg ol ob manQ : G) oder P(GNM) etc.
chreibt(égebnis w“ em Produkt der Pfadwahr-
scheing en gewyo d es gilt das Kommutativgesetz.
\ag ie Schr&e so verwenden, wie sie in der
L Ertafel v wird.
e
(g
Besc r Pfade 'Qit Wa™rschein n

in der zweiten Stufe des Baumes v sgang des Zufallversuchs in der ersten Stufe ab. D.h., dass
beispielsweise die Wahrscheinlichkeit P(G) an Grippe zu erkranken in der zweiten Stufe des linken
Baumdiagramms davon abhén ' ersten Stufe das Merkmal M oder das Merkmal M
eingetreten ist. Dagi ' ahrscheinlichkeit in der zweiten Stufe nur den
ie Schreibweise™ flr die formale
mdiagramme im Folgenden

Da es sich um einen stochastisch aOaJQen Zufallsversuch handelt, hdngen die Wahrscheinlichkeiten

2.

r Wahrscheinlichkeit an Grippe zu Angabe
en unter der Bedingung, dass man unter der
—einMannist P, (G)

— eine Frau ist

keit ein Mann zu sein

Angabe der Wahrsche Frau zu sein
unter der Bedingung,

Angabe der
zu erkran

nstatt der indizierten Schreibweise P,,( (6) verwendet

auch P(G|M)bzw. P(G|M)

Da die Wahrscheinlichkeiten in der zweiten Stufe beider Baumdiagramme n de ingung
abhéangen, welches Ereignis in der ersten Stufe eingetreten ist, spricht man ing
Wahrscheinlichkeiten.

en die Beschriftung
regel die

Erganzen Sie mithilfe der Vierfeldertafel aus Aufgabe 5.1 in Reiden
der Pfade, und ermitteln Sie, wie im Beispiel P,,(G) mithi

Wahrscheinlichkeiten fur alle Verzweigungen an den Asten.

© Ursula Pirkl, Juli 2014
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Aufgabe 5.4

Kreuzen Sie jeweils an, ob die Aussagen richtig oder falsch sind.

a) Die Wahrscheinlichkeiten an den Asten der 1. Stufe in beiden
stimmen mit den entsprechenden Werten der duBBeren Feld
Vierfeldertafel Uberein.

b) Die Wahrscheinlichkeiten der Ereignisse am Ende der en nein O
inneren Werten der Vierfeldertafel und sind da i i men0

O nein O

identisch.

c) Die vier Wahrscheinlichkeiten an den Verz gen der 2 %\ . Q"‘ o
einem Baumdiagramm entspreche ' er ja

Vierfeldertafel. Q
g
ierfeld . .
an dalr rechend @ ja Q nein O
en Fx r Vierfeld ‘
ei It der zw, ufe eines

rScheinlic r zweiten Stufe eines . _
ich@er mal an Grippe erkrankt 12 © NeiN O

k P.(G) gede assm ' rscheinlichkeit Grippe zu haben ja O nein O
unter der @ung ein sein.

h) Der Ausdruck P.(G)bedeutet, d%an die Wahrscheinlichkeit eine Frau zu sein jao
untersucht, unter der Bedingung Grippe zu haben.

d) Die vier Wahrscheinlichkej

ja O nein O

nein O

cheinlichkeit Grippe zu haben jaQ nein O

Mann zu

ja O nein O

ufe im Baum enthalt die Bedingung, von de . _
einlichkeit der zweiten Stufe im Baum abhangt. ja O nein O
ie bedingte Wahrschelpllchkelt in der zweiten Stufe wird berech ja O nein O

die Wahrscheinlichkei in der ersten Stufe durch die

Wahrscheinlich

eiten Stufe wird berechnet, inde

urch die Wahrscheinlichkeit fiir da nein O

Kapitel 5 Bedingte Wahrscheinlichkeiten -51-
Aufgabe 5.5
Verallgemeinerung des Zusammenhangs zwischen der Vierfel el un
zugehoérigen Baumdiagrammen

(A)

>

In der Vierfeldertafel kann man dj ' [ [ in der Stufe in dem
Baumdiagramm erscheinen, nj

Fir die Berechnung dieser b heinlichkeite r zZWeiten St \&iden Baumdia-
grammen bildet man j us der W lichkei ignisses und der

Is ino\v tufe deﬂ experimentes. Erganzen
*Qtufe im Baum: Merkmal B

P(__n_)

B) o TR A P(AnB)
B<

‘ P(KmB)
P(__n_)
P()
_PLn_)

P P(ANB|

A PAnB

P (AnB]
P()

ern Sie, wie Sie bedingte Wahrscheinlichkeiten ertafel, und damit ohne ein

umdiagramm, ermitteln kénnen.

© Ursula Pirkl, Juli 2014
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Aufgabe 5.6

Standardformulierungen bei Aufgabenstellungen zu bedingten Wah

ende Angaben bzw.
verdeutlichen Sie sich die Beispiele und bearbeiten Sie di ili eIIungen

Bei Fragestellungen zu Wahrscheinlichkeite ' i Manner und
Frauen beziehen, besteht zwischen den bei chied.

Fragestellungen sind hier:
Grippe): ! @ ? 0,2

o Mit welcher Wahrscheinlichk Grippe (Man

¢ Mit welcher Wahrs

¢ Mit welcher Wahr

e Mit wel

h auf dl‘&te Wa&gchkelt der 2. Stufe im Baum beziehen

Qmullerungen in Aufgaben) wird bei gegebener
ebener Wahrscheinlichkeit der ersten Stufe im Baum
zweiten Stufe im Baum gefragt. Der Wert fur die bedingte
er mithilfe der Wahrscheinlichkeiten in einer Vierfeldertafel oder

st gen (S
gnisses
nach bedingten Wahrscheinlichkgg

talternativen zur Aufgabenstellung:

r Wahrscheinlichkeit trifft man unter
Erkrankten auf einen Mann?

einlichkeit ein Mann
e erkrankt ist?

eWieg
Zu sein,

in Mann zu | e Wie grof3 ist,
haben, die Wah
sein?

ung Grippe zu
in Mann zu

Lésungsansatz:

Kapitel 5 Bedingte Wahrscheinlichkeiten

—-53 -

Berechnen Sie die gesuchten Wahrscheinlichkeiten, und formulieren_Sie zu
Fragestellung eine zweite Fragestellung, welche das Wort ,wenn* 4 '

@ »

R(G)

@S

P(

¢ Mit welcher Wahrscheinlichkeitt trifft man
unter den Mannern auf einen nicht
erkrankten.

e Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit

it an unter gxelcher Wahrscheinlichkeit trifft man unter
e erkrank n an Grippe Erkrankten auf eine Frau.
keit e Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit

"9

Formulieren Sie eine zweite Fragstellung, und ermitteln Sie mit dem passenden mathematischen
Ansatz die gesuchte Wahrscheinlichkeit.

cher Wahrscheinlichkeit trifft man unter
den Personen auf eine Frau?

grof3 ist die Wahrscheinlichkeit ahrscheinlichkeit

Ansatz und R

© Ursula Pirkl, Juli 2014
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Aufgabe 5.7

Anhand des Beispiels in dieser Aufgabe soll eine weitere Hilfe fir die En
Aufgabentexten bei bedingten Wahrscheinlichkeiten gegeben werden.

Zahlenbeispiel:

In Deutschland sind etwa 0,5% der Bevdlkerung an eine Krebs erkrankt. Man
weil3, dass ein spezieller Bluttest 90% der Gesunden un chtig dj ostiziert.

a) Wie viel Prozent der Tests fallen positiv aus?
b) Bei einer Routinekontrolle zeigt der Test ein n@
[ rankt ist.
el Sie dj Q
\‘8

Wahrscheinlichkeiten, dass eine Person be
c) Bei einer Routinekontrolle zeigt der Test ei
Wahrscheinlichkeit, dass man trot

Lésungschritte
Schritt 1:

Festlegen der Merkmd - Perso ebs: Q

Abkilrzungen: - GQ‘ t keine
positiv% T
‘ t ist nega° T
durch ordreder Za@en zu der ersten bew. zweiten Stufe des
IIZ& '

s erste
Hier muss analysier#n, welche \

Zahlenangaben sich auf die erste Stufe eines

Baumdiagramms beziehen.

Da sigd Bevolkerung
gles

P (T")=099 1+ P(KNT")=0,005-0,99

=0,00495

AN Zum Bluttest\

die Bedingung,
L Krebs oder
tist, und
PN

Br zweiten

K

KmT-)=o,995-o,9
-0,8955

Stufe im Bal

uli 2014 g bhrerselbstverlag
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Schritt 3:

Erstellen einer Vierfeldertafel durch Ubertragen der Werte aus de
Vervollstandigung der Felder mithilfe der Additionsregel.

T T
K 0,00495
K 0,0995 g
0,10445 1 0
Schritt 4: Qz 6
Y o\
Analyse der Aufgaben @en mit der
’ azu kann man die

der gesu hrscheqes
heinlich‘

p) 0 s Ergebnis kann sofort aus der
rfeldertafel abgelesen werden.

inli @ist eingP Qcht erkrankt,
v [ i rgebnis .
\ Die Werte fir die Berechnung
. iva kénnen der Vierfeldertafel
T (K) = PO 0 ’1%9495 Q ~95,3% entnommen werden.

Bei einem positiven T#an mit einer Wahrscheinlichkeit von
mehr als 95% nicht erkiaikt.

it st eine Person erkrankt, wenn der

Die Werte fur die Berechnung
kénnen der Vierfeldertafel
entnommen werden.

Zu c)

In negativer Test kann als sicherer HinwelSY
auch nicht erkrankt ist, angesehen werden, da
negativen Testergebnis nur mit einer Wahrscheinlic
0,006% trotzdem erkrankt ist.

erfeldertafel kann man auch ein Baum wickeln, dessen
erkmal T" u " hat, da sich die Aufgabenstellung auf el zieht, in dessen

icht mehr die Merkmale K und R, sondern die Merkmale T* u n.

k © Ursula Pirkl, Juli 2014
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Aufgabe 5.8

Bei 4,5 Millionen Wohneinheiten in Deutschland werden jahrlich 200 000
600 Brande mit toédlichen Folgen fur Menschen fuhren zu Uberlegunge
Wohnungen Pflicht werden sollten. Jedoch funktionieren Rauchmelder i

c) Ermitteln Sie die Wahrscheinlichkeit, dass der Brandmelder im Laufe ei larm
aussendet.

WK von 99,8% einen Alarm aus. Es kann jedoch auch nicht au
Rauchmelder einen Fehlalarm aussendet, wenn es nicht brgnnt.
also mit einer Wahrscheinlichkeit von 1:365 erwartet.

wird einmal jahrlich o s . o
d) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass es s wirklich brennt.

Formulieren Sie diese Aufgabenstellung dazu z enn- s“.
dem die

dieses

a) Begrinden Sie, warum sich die gegebenen We

Baumdiagramm, und ermitteln Sie mit dess
far das Merkmal Alarm A und kein Al A.

hnungsbrand, weil der Brandmelder
ung dazu auch hier zunachst mithilfe
icherheit des Brandmelders.

Beurteilung der

kein Alarm A der ersten Stufe
ilen Baumdiagrammen und der

uli 2014 © Ursula Pirkl, Juli 2014
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Kapitel 5

Aufgabe 5.9
Ergénzende Betrachtung zu Mehrfeldertafeln

In einer Studie zur Berufstétigkeit von Frauen werden in Zufallsland folge
34% kinderlosen Frauen sind 95% berufstatig. Wahrend von de v
30% einer Berufstéatigkeit nachgehen sind, geben von den 25%
Beruftatigkeit auf. Unter den Frauen mit drei oder mehr Kj
a) Zeigen Sie, dass in Zufallsland 53,1% der Frauen nic
b) Zeigen Sie, dass die Wahrscheinlichkeit, unter d
Kindern anzutreffen, nur bei 1% liegt.

ndern 80% ihre
% lhren Beruf aus.

ine Fra! i oder mehr
Zwej nm n%u
(Y ieim

in und fullen Sie

Lésungshinweise:

Bei Baumdiagrammen mit mehr als
Baumdiagrammen mit zwei Asten
Baumdiagramm an den markierten
mithilfe dieser Zahlenwerte
gesuchten Wahrscheinlig C

durch Rechnung mit dé Q

bhrerselbstverlag
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Aufgabe 5.10

Erganzende Betrachtungen zum Begriff der totalen Wahrschej

Die erste Stufe im linken Baum in Aufgabe 5.
bezeichnet Merkmal A

um in Aufgabe
al B

ann man nur die

r38 P(B)

) kénne, rch Addition der
nden E berechnet werden.

r=P(Ah° (A NB)

Aus dem Baumdiagramm kann man
Wahrscheinlichkeiten der ersten Stuf

und P(A) direkt ablesen.

P(B) und P(B) kdnnen nu
entsprechenden Egill

P(B) = P(A
oder

P(B . (A)+P(B)-P,(A)

e hier berec

P(B) als Pz
eit P, 6
en Sie (Menden ;Qgeben Sie mithilfe der beiden Baumdiagramme aus Auf

ezeichnet die hier berechnete
rscheinlichkeit P(A) als totale
Wahrscheinlichkeit P(A).

a
h
z

b)
gabe 5.5 die totalen Wahrs @hkeiten P(B ) und P(A ) entsprechend der Definition im Kasten an.

Man berechnet die totale Wahrscheinlichkeit P(§) bzw. P(K), indem man im entsprechenden Baum

fade, die zum Ereignis ____ bzw. ___ fiuhren,

enn die 1. Stufe im Baum das Merkmal A aum das Merkmal B

bezeichnet, gilt:

© Ursula Pirkl, Juli 2014
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Kapitel 5

Zusammenfassung zur Berechnung von bedingten Wahrscheinlichkeiten

H&ufig sind bei Aufgabenstellungen zu bedingten Wahrs kmal A also

P(A) fur die erste Stufe des Baumes und Wahrschej

Wahrscheinlichkeiten der zweite Stufe im Baum 'X sfullen
ms yer,

kann. Gefragt wird dann in der Regel nach ein

Wahrscheinlichkeit des Merkmals B, also P(B), det wird,
also die Wahrscheinlichkeit flr A unter gem rechnet soII. Die
gesuchte Wahrscheinlichkeit kann d; echnw

Sz Baume ( =W

Gleichwertig dazu ist die Formulierl.go; Bayes, bei der jeweils die totalen Wahrscheinlichkeiten
eingesetzt werden.

Oberstudienratin Ursula Pirkl

Stochasti

selbstorganisier

E

e

Kap

Definition der
lichkeitsverte

02-032-278



Wabhrscheinlichkeitsverteilung

Kapitel 6 Definition der Wahrscheinlichkeitsverteilung -61-

Kapitel 6: Definition der Wahrscheinlichkeitsverteilung

ernt, dass die
nen bereits ein
and eines einfachen

Bei der Berechnung von Wahrscheinlichkeiten mit Baumdiagram
Summe der Wahrscheinlichkeiten aller Ereignisse immer den Wert
wichtiges Merkmal einer Wahrscheinlichkeitsverteilung be
Beispiels, eine Formalisierung und Erweiterung von Begri

it

Aufgabe 6.1

Definition der Zufallsvariablen und Dars

o sche |ch\il0$gen
ei ro nd zwegg v@‘(ugeln \8@”9 Kugeln
s g

ils die W xlichkeit n die beiden roten
.Zie em 3. Zj er erst nach dem letzten

r Schreibweise wird nun eine
allsvariable X gibt hier die Anzahl der
amit das Ereignis e, zwei rote Kugeln zu

Q‘gel im 2. Zug) = P(X =2)
ugel im 3. Zug) = P(X = 3)

te Kugel im 4. Zug) =P(X=_)

Alternaj®
P(ee . rote Kugel im k. Zug) = P(X =k) firk =2, 3, 4

Kapitel 6
Definition der Wahrscheinl eit

Wahrscheinlichkeit in der Form

prechend der Aufgaben-

d verdeutlichen Sie

bstorganisiert erlernen (Beste

ehalten: hts reserved.
, auch auszugsweise, vorbehaltlich der Rechte,
aus §8 53, 54 UrhG ergeben, nicht gestatte

SelbstVerlag
es & Freunde GmbH, Koblenz (Ger,
ehrerselbstverlag.de
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Oberstudienratin Ursula Pirkl

Stochasti

selbstorganisier

Darstellung des Zufallsversuchs mithilfe einer tabellarischen Wahrsche

Angabe der Ereig- 2 rote Kugeln nach |2 rote Kugeln nach |2 r
nisse e; als Klartext k =2 Ziehungen k =3 Ziehungen |k =

Festlegen der Werte
fur die Zufallsvariable

e

hier: x; = k
Berechnen der umme aller
Wahrscheinlichkeit fur 1 P(X =x)
das Eintreten des o
Ereignis P(X = x;) s
+—=1
) 6
h®
N 9
sv@me aller
Geben Sie anhand der i aede . & ) istimmer 1.
mer not dle Wahrscheinlichkeitsverteilung in
arsteII rzform ausreichend. Fillen Sie

¢) Haufig werden Wahrscheinlichke&rteilungen auch mithilfe von Balkendiagrammen dargestellt.
Verdeutlichen Sie sich das abgebildete Balkendiagramm, und vervollstdndigen Sie den
nachfolgenden Text.

Kap

Erwartungswer

Auf der die Zahlenwerte eingetrage ufallsvariable

X=X Achse werden die Wahrs

02-032-278
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Kapitel 7: Erwartungswert
Aufgabe 7.1 v
ekannt. man gefragt wird,
Gt n, wie in der

timmen. S rechnung entspricht

blen b i Zufalls&uch.

45

Definition des Erwartungswerts

Zur Information:

Erwartungswerte sind jedem Schuler unter dem Beg
welche Zeit man am Morgen durchschnittli

Kapitel 7
Erwartungswer

t N
45 Q _ Minuten

S unte@dung der Begrifflichkeit der Wahrscheinlich-

Verwendet man die Begrifflich@ier Wahrscheinlichkeitsrechnung, so entspricht jede gemessene Zeit
dem Wert x;, den eine Zufallsvariable X annehmen kann. Die relative Haufigkeit, mit der eine
Zeitmessung auftritt, wird als hrscheinlichkeit fur das Auftreten dieser Zufallsvariable interpretiert. Da

bei 30 M it schreibt man: P(X = 40) =Sio' Den Mittelwert aus

chung als Erwartungswert E(X).

en kann unter de inlichkeitsrechnung dann wie folgt

Wahrscheinlichkeit

bstorganisiert erlernen (Beste

ehalten: hts reserved.
, auch auszugsweise, vorbehaltlich der Rechte,
aus §8 53, 54 UrhG ergeben, nicht gestatte

SelbstVerlag
es & Freunde GmbH, Koblenz (Ger,
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Erganzen Sie:
Der Erwartungswert E(X) einer Zufallsvariable X wird berechnet, indem die
Zufallsvariable X annimmt, jeweils mit den zugehdérigen Wahrscheinlichk

und die einzelnen Produkte anschli

Allgemein lasst sich der Erwartungswert einer Zufallsvari

Ist X eine Zufallsvariable, welche die
E(X) = x1-P(X = x4) + x2'P(X = x

Erwartungswert der Zufalls
griechischen Buchsta

Aufgabe 7.2

g unter &lcht t Erwartungswerts
ie folg&
e 6.1 er Wahrscheinlichkeiten berechnet, wie viele

sversuchs durchschnittlich oder im Mittel benétigt,
lende Angaben.

Der Erwartungswert beschreibt das
Ergebnis, das bei haufiger
Durchfuhrung eines Zufallsversuchs

eilung aus Aufg. 6.1

rechnung des Erwartungswerts anhand der E(x) =
Definition oben:

x1 P(X = xy) + P(X = Xa)

Man bendtigt bei sehr haufiger des Spiels

durchschnittlic Zlge, a 3 Zige,

um zwei In zu erhalten.

Wabhrscheinlichkeitsverteilung
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Aufgabe 7.3

Wahrscheinlichkeitsverteilung unter dem Gesichtspunkt eine
Erwartungswert.

liert, sondern auch wie
ist. Betreiber von

iele kejgen ausreichenden
Gewinn abwerfen, um Iaufende Kosten abzudecken [ de Berechnung
sweise auf das

winns bzw.
\i ender

Eine entscheidende Frage bei Gllckspielen ist nicht nur,
viel man gewinnen oder verlieren kann und ob ein Spj

Tabellew Gewinn- erlustrechnung aus Sicht des Spielers dar:
Ercigg Auszahlung | Gewinn- /Verlustrechnung
2 rote Kugeln nach d® 2. Ziehung 3,00 € 2,00 €

1,00 € 0€
0€ -1,00 €

2 rote Kugeln nach der 3. Ziehung

Sicht des Spieleausrichters.

Ereignis

inn- /Verlustrechnung

2 rote Kugeln nach der 2. Ziehung

2 rote Kugeln nach der 3. Ziehung

| der Gewinn-/
in Spiel
rteilung werden

ern Sie nur die Vorzeichen der Za
as Ergebnis keine Rolle, aus welche
ungen und die entsprechende Wahrsch

k © Ursula Pirkl, Juli 2014



Wahrscheinlichkeitsverteilung

- 66— Erwartungswert Kapitel 7

In der Wahrscheinlichkeitsverteilung andert sich im Vergleich zu Aufgabe 7.2 bel
monitaren Gewinns die Bedeutung der Zufallsvariablen X = x;. Die Zufallsvgriable
die Anzahl der Ziehungen an, sondern ordnet den einzelnen x; den Gewj
zu. FUr die Beschreibung des eingetretenen Ereignisses beim Ziehen ka
Variable e; verwenden. Die Wahrscheinlichkeit fir das Eintreten ejges Er

Gewinn/Verlust x; bleibt hinsichtlich der Aufgabe 7.2 unverande
Tran i
fgabenst
pfehlegltb

y ——° "l
y— )

bellarische W¥gkgcheinligh A eilung

Darstellung des Zufallsve

Auflistung der Erej ®. 2 rote Kugeln

nach 4 Ziehungen

-1,00 €

olw

[ 2winn bei»durchgef" pielen, also der Erwartungswert, wird nun entsprechend
zur Definition berechnet. E
1

E(X) = x4 ‘P(X = X4) + X2 ‘P(X = X2) + X3 ‘P(X = X3) = 2,00 €5+0 €-% +(-1,00 €)-g= —%€ =-0,17 €

Das bedeutet urchfihrung des Spiels 17 Cent pro Spiel

verliert.

fgabe zur Berechnung des Erwartungswerts b

Folgendes Glucksspiel wird Ihnen vorgeschlagen:

worfen. Sie erhalten die von
iese geradzahlig ist, und
ine ungerade Zahl ergibt.

o,
AE Es angezeigte

ngezeigte

ntan, d.h. ohne die folgenden Rechnungen
ie sich auf dieses Spiel einlassen wiirden:

Wabhrscheinlichkeitsverteilung
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W_[_]rfglkombinati g fur Lhl der
maoglichen Augé 0
(erster W{yfel;z

(1;1)

Ereignis e;:
mogliche Augensumme

reignisse

Ubersicht der
Augensummen

beim Werfen von
zwei Wiirfeln

S|~ |WIN

nung des Erwartungswerts

nis: Der Erwartungswert nimmt den Wert Null a \r Sie und den Mitspieler weder

. Man erke

ein Gewinn noch ein kel fair ist, und weif3 nun

f einlassen kann.

spontane Entscheidung getrof neinO

Ubungsaufgaben:

© Ursula Pirkl, Juli 2014
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Kapitel 8: Varianz und Standardabweichung

Wie Sie bereits wissen, entspricht die Berechnung des Erwartung g eines
Mittelwerts fir eine Zufallsvariable X. Bei vielen Prozessen in der ielsweise bei
Messungen in der Physik oder bei der Herstellung von Baujgllen, re nicht aus, diesen
Mittel- bzw. Erwartungswert zu kennen. Vielmehr benétig ' , owund wie viel die
gemessenen Werte oder Bauteile von diesem Mittel rtigungsprozessen in der
Praxis werden diese Abweichungen auch als Ferti hnet. Qe Abweichungen
vom Erwartungswert werden mithilfe der sog. Varia ardabwej , gewonnen.
Verdeutlichen Sie sich anhand von Aufgab 6 net. Ubertragen
Sie Ihre Erkenntnisse dann auf die folgen

Aufgabe 8.1

)
ittli seri Qﬁls 1 cm, muss er sich fur Q
eine ng nvesig en in Kauf nehmen. )
) [ 2 echnungen mdoglichst einfach \J
, entspre( [ ‘ t realistischen Gegebenheiten.

echnun sich als ngswert fur den Durchmesser der Scheiben der
von 50 cm ergi immt hier die Messwerte fur den Durchmesser der 100

ufallsva@
an. ‘
Zufallsvariable x 9
X= X; 1

Messwerte flr
die x;

rwartungswert:

= Xg)Xs + P(X =X 7)"X7

E(x) =P(X=xq)x

bstorganisiert erlernen (Beste

nung des Erwartungswerts nicht ausrei
e Neuinvestition'zu treffen.

ntscheidung far

ehalten: hts reserved.
, auch auszugsweise, vorbehaltlich der Rechte,
aus §8 53, 54 UrhG ergeben, nicht gestatte

SelbstVerlag
es & Freunde GmbH, Koblenz (Ger,
ehrerselbstverlag.de
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Erganzen Sie fur die folgenden Berechnungen die fehlende Angaben.

Um das Rechnen mit
zu vermeiden ugd um d
ungen starkeg cWicC
einfachen Abw¥ Rgen

Far den
Erwartungswert wird
hier u verwendet.

Einfache Xi— M Xo— M
Abweichung
der x; vom 47 - 50 48 —
Erwartungswert

Xi— M -3

Quadrierte
Abweichung
der x; vom
Erwartungswert

(xi — p)?
L) & e
X:Xe-XG—u)2+F’é x7 u)2
11000 4 _+&+_.+_.+_.

Durch das Ziehen der Wurzel aus dem
echneten Wert fur die Varianz wird die
bweichung o (Sprich: sigma)
it wird das Quadrieren der
ungen relativiert.

Varianz V(

V(x)

=
=

N
I

1,62

den

eidung des Herstellers: Der Hersteller entscheidet sich au

auf einer neuen Maschin

Allgemeine Definition der Stagdardabweichun

Wabhrscheinlichkeitsverteilung
Kapitel 8 Varianz und Standardabweichung
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Aufgabe 8.2
Varianz und Standardabweichung bei der Auswertung von M

Wie Sie aus dem naturwissenschaftlichen Unterricht sicherligh wiss i jeder Messung
beachten, dass Messfehler auftreten. Bei der vollstandige sung mussen diese
Messfehler angegeben werden. Im Allgemeinen wird gas al8 grre g bezeichnet. Ergénzen Sie
die fur die folgende Messung fehlenden Angaben.

Zur Bestimmung der Beschleunigung a bei g
folgende Messreihe aufgenommen:

pich ) besCWEUNI te%&g wird die

Zeit Geschw. Beschleyaigund infac bweich Quadri eichung der
. 'm navom
tin[s] | vin|-= a \ o ¥ E'V - bzw. Mittelwert
- (a—a)
1 0,9 0,9 0,0441
'y
2 0
\
‘ 3,1
4,2 ,7c
Mittelwert fur a: "
E(@) = a~~___ 0,69
Varianz: V(a) = — + )

die Standardabweichung o =

k © Ursula Pirkl, Juli 2014
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Ubungen

U8.1: Varianz und Standardabweichung bei Fertigungstoleranzen

Zwei Maschinen A und B schneiden Stahlstifte auf die L&nge von
bei der Stiftlange auftreten. Bei 30 Stiften werden jeweils di
Haufigkeitsverteilung dargestellt. Entscheiden Sie intuitiv, esser arbeitet
bzw. die kleinere Fertigungstoleranz hat, und prifen i
Standardabweichung, ob Ihre Entscheidung richtig

ichungen

O Maschine A arbeitet besser
O Maschine B arbeitet besser

Bei den Stabdiagrammen sind auf der ho alen e die Info ' Xber : Qe der
Stifte aufgetragen und auf der vg [ solute I\ iten. Entn ie die
g a

Informationen zu Messwerten de ; gra n, fullen Sie

die Tabelle entsprechend zur s:
& Mas&

\S S—

Maschine A

Messwerte x; X1=7 Xo=8 Xz=9 X4= Xs= Xg = X7=

relative Haufigkeijt:
H(x) bz

=10

Abweichung der Mess-
werte vom Erwars

hrerselbstverlag
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Rechnung far Maschine B:

Mas

Messwerte x; Xi= Xo = = X5 =

relative Haufigkeit:
H(x) bzw.

Wabhrscheinlichkeit:
P(X=x) &
Erwartungswert: E(X) =

Abweichung der Mess- \‘
werte vom Erwar- 0
tungswert x; — \

Quadriert o
Abweichun
2

(xi 4‘ & |
W

Anhand des Erwartungs@s kann man nicht entscheiden, welche der Maschinen eine kleinere

nz: =

Toleranz hat, da die ei beiden Maschinen

z als Maschine ___, da die Standard-

eichung bei Maschine ___ist.

itive Entscheidung war: O ric

U8.2 Recherchieren Sie in geeigneten Quellen, welche Bedeut abweichung bei

© Ursula Pirkl, Juli 2014
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Kapitel 9: Binomialverteilung

aten dar und
deren Gebieten
Igenden Aufgabe

Die Binomialverteilung stellt eine wesentliche Basis bei der statisti
nimmt damit hinsichtlich vieler Anwendungsprobleme in der Wirtsc

einen besonderen Stellenwert in der Wahrscheinlichkeitsr ng ei
soll verdeutlicht werden, was man unter einer Binomialve

Aufgabe 9.1
Herleitung der Formel von Bernoulli
Eine verbeulte Munze zeigt beim

Wahrscheinlichkeit p und Zahl
Wahrscheinlichkeit g = 1 — p.

p(Wappen) =p(W)

ft Wappe \g ist.
ﬁgamme
von p * achten

HricKe fOr di cheinlich
benen Ta‘ a ‘

o
Qv

)
z 91-mal Wappen) =P(X=1)=p

jgen Wahrscheinlichkeiten P(X = k) in
ei, wie oft der jeweilige Pfad auftritt, und
wie weitere fehlende Angaben in der

P(1-mal Wap

P(2-mal Wappen) = P(X

Wappen) = P(X =0) =

bstorganisiert erlernen (Beste

-mal Wappen) = P(X=1) =

ehalten: hts reserved.
, auch auszugsweise, vorbehaltlich der Rechte,
aus §8 53, 54 UrhG ergeben, nicht gestatte

SelbstVerlag
es & Freunde GmbH, Koblenz (Ger,
ehrerselbstverlag.de

P(2-mal Wappen) = P(X a2)
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Kapitel 9
e) Ermitteln Sie fur den Minzwurf die Zahlenwerte fur die Wahrscheinlichk eilun vier
Dezimalstellen genau, wenn die Wahrscheinlichkeit fliir Wappen Qgider ve n p=0,3
rsc . betragt.

Ereignisse e
als Klartext 0 x Wappen 1 x Wappen 2 X 4 x Wappen

k 0
> G
0

P(X = k)

Wahrscheinlichkeitsverteilung
Binomialverteilung

-76-

d) 4-mal werfen

Erganzen Sie die vierte Stufe im Baumdiagramm, und bestimmen Si
Y
"
P q
w <
q b w
: z{t

P(0-mal Wappen) = P(X =0)

W
z

Zeigen Sie, dass dig
fur die Ereignissed
Sie die berechg
Saulendiagra

I

Sumg

P

3 x Wappen | 4 x Wappen

[/
3 4 \ \ ‘
Die"vWahrsch '»ten P(X Wden mit der Formel
von Bernoul@ net. Da Q ormel aus dem
Pascalf@ben ieck un us der Berechnung von
P(X=3) P(X=4) Binome orm (p rvorgeht, bezeichnet man die
q hier vorliegende W, inlichkeitsverteilung als
Binomialverteilung.

n=1 q p

7

Anzahl n
der Wi

0 einem Zufallsversuch, bei dem
cheinlichkeiten p und

Stufe des Zufallsversuchs
Berechnung von

von Bernoulli wurde anhand des Mu
die beiden Ausgénge Wappen und Zahl gibt urne
1 —p far Wappen und Zahl bei jedem Werfen der Ml
gleich bleiben. Diese beiden Eigenschaften sind Grundvoraus
Wahrscheinlichkeiten mithilfe der Formel von Bernoulli. Damit g

nd Vervollstandigen
inomialverteilt , wenn

der Potenzen von Eine Zufall

pignis E nur zwei

Ereignis E und dem zugehorig

nd die

ellt werden kann, dass die Wahrscheinlichkeit p fiir das
heinlichkeit q =1 — p fiir das Gegenereig E in jeder Stuf
sexperimentes gleich bleibt.

k © Ursula Pirkl, Juli 2014
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Aufgabe 9.2

Anwendungsbeispiele fur binomialverteilte ZufallsgroBen
Problemstellungen, die man auf einen Zufallsversuch mit gleichblgs
Stufe und zwei Ausgéngen zurickfihren kann, kdnnen mithilfe ' [ SO mit der
Formel von Bernoulli gelést werden. Dies soll nun anhand der na
exemplarisch gezeigt werden. Arbeiten Sie die Beispiele
und formulieren Sie entsprechende Begriindungen.
Beispiel 1
Bei der automatisierten Produktion von Biergla (r di omi O/o der agehler
sind daher nicht verkauflich, werden kg K tiert un elngesch

a) Um die Fehlerrate bei der Produ

n der |0 Produk Iaser
Bie die Walych¥ |chke|t in dieser
einengaEck pefindg

enden Prgaaf (3t, dass die

entnommen und auf Fehleagor

Stichprobe genau drei @
Vve@Pcheinl L 10% f&r ftreten eines Fehlers
bei jeder E e gleich is ig neue Glaser mit der

W0leichen gl |@®¥fie hinzukd@nngn.
(4 )
ngsgd p, K und P ‘der Formel von Bernoulli.

riable, da es nur die beiden Ausgéange ,Glas mit
Wahrscheinlichkeit fir F bzw. F bei jedem Ziehen

gleic

sich um eine bm _erteilte
d,Glas v r F<gi

Anzahl der entnommenen Glésee n=

Anzahl der Glaser mit dem Merkmal Fehler: k=__

It in der Stichprobe mit einer Wahrscheinlichkeit™ 2| Glaser mit einem

er mit Fehler.
genau ein

100 nicht geprifte Glase
n hier bei der Entnahme vO

b) In einer Kiste mit
Wie groB ist gj
fehlerbeh

n Zufallsversuch, der den Bedingunge
richt, da man ohne Zurtcklegen zieht und
einlichkeit in den verschiedenen Stufen des Zufallsversuchs &
robe jedoch aus einer umfangreichen Mengg 100 Glasern e
ier Wahrscheinlichkeiten von Stufe zu enig, und man K
Bernoulli fur die Berechnung einer N2k J anwenden.

Wabhrscheinlichkeitsverteilung
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i) Berechnen Sie die gesuchte Wahrscheinlichkeit ndherungsweise mit n Bernoulli.
Anzahl der entnommenen Glaser:
Anzahl der Glaser mit Fehler:
Wahrscheinlichkeit fur das Merkmal Fehler:
P(X = ) =

ii) Zeigen Sie, dass sich mithilfeyon k atoris Verfahyre naue ~ P 8%, das heil3t
nur eine Abweichung von Vo Z8 T Eweise ol n Wert, e ¢

‘
chtun&1 g
Die Bgmie gen vog

€
NPl iden sic Bé nombinatorik
NYPer bei der - pialverteilung.

sern befinden sich 10% Glaser mit Fehler. Berechnen Sie
ch hier die schelnll ss sich unter 10 entnommenen Glasern eines mit einem
Fehler befindet, als N&h rt mit der Formel von Bernoulli und mit dem kombinatorischen
Verfahren. Zeigen Sie d Rechnung dass die beiden Werte nun fast 14% voneinander
abweichen und die Verwendung der Formel von Bernoulli hier nicht mehr geeignet ist.

inem K

k © Ursula Pirkl, Juli 2014
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Wabhrscheinlichkeitsverteilung

Glaser mit Fehler befinden.

L
hsten! %’

. . probe oder 5 Glaser
Anzahl der Glaser mit Fehler: k= or & ten sein kénnern.

d Q\@QW 0

Anzahl der entnommenen Glaser: n =

Wahrscheinlichkeit fur Fehler: p=

P(X<5) = PX=0)+P(X=__)+P(X=

ov

it einer Wah%\m@it v%&échsten 5 Glaser mit
&% ¥

QZieIsc '*&Dart mit einer

en Pungt, er Wahrscheinlichkeit von

In der Stichprobe
einem Feh

I|chke|t§ en grauen Ring.
e% inlichkeit bei der folgenden Aufgabenstellung nicht mit

Aufgabenstellung: Berechnen Si Wahrscheinlichkeit, mit welcher der getubte Spieler bei 10
Wirfen 7-mal den schwarzen Punkt, zweimal den weif3en und einmal den grauen Ring trifft.

Begrindung:

Aufgabenstellung mit der
Wert von 20,1% ergibt.

arum die gesuchte Wahrschein
ernoulli berechnet werden kann, und zeig

gabenstellung: Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, mit bei 10 Wirfen

genau 7-mal das schwarze und dreimal nicht das schwarze Feld t

Begrundung:

Kapitel 9 Binomialverteilung -81-
Beispiel 3
Im Rahmen eines Bewerbungsverfahrens muss ein Multiplechoice, tnisse in
Algebra ausgefullt werden. Der Test gilt nur dann als bestanden, gabe falsch

beantwortet wird. Ein Bewerber hat keine Kenntnisse und kreuzt di

Kreuzen Sie die richtigen Antworten selbst an, und begru
lichkeit, den Test durch zufélliges Ankreuzen zu best
mithilfe der Formel von Bernoulli berechnen kann,
Wahrscheinlichkeit von etwa 10% ergibt.

Test A: Aufgabe A1 bis A4

zufallig an.
an die Wahrschein-

und nicht beim Test B

rfUr bej

Test A eine

O O O O O

QO
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Zusammenfassung und Erganzungen zur Schreibweise

Sie haben in den Beispielen von Aufgabe 9.2 gelernt, unter welchen Begg
3 on einer
binomialverteilten Zufallsvariablen ausgegangen werden kann. E jelseitige
Rechenaufwand nach sich ziehen, da die Formel mehrf e bereghnet werden
r nach ufgabe
erwendung
n wird haufig

muss. Da man diesen Rechenaufwand erheblich verringe
lernen, spielt die Anwendung der Binomialverteilu

0,8”.0,2° =0,2013

a) Berechnen Sie die binomialvertej hrscheinlichkeiten P(X = k) = Bs. ¢ 4 (k) mithilfe der Formel von
Bernoulli, und tragen Sie Ihre Er sse an den vorgesehenen Stellen ein. Vervollstdndigen Sie
anschlieBend das Saulendiagramm.

en in Tafelwerken und oft auch Schulbl

schenrechner @er Computer ermittelt werden. Vergleiche
ng ermittelten Werte mit einer entsprechendgn Tabelle aus ei
enrechner erzeugten Liste. Lesen Sie da in der Bedienun
ners nach, wie die Werte einer Binomi

rt vor und

hrerselbstverlag
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b) Im Saulendiagramm ist eine Bs. o7 (k)-Verteilung abgebildet. Lesen Sle

e fu
Wahrscheinlichkeiten P(X = k) aus dem Diagramm naherungswej , un e Werte in
der Tabelle ein. Berechnen Sie die Werte anschlieBend mit der vier
Nachkommastellen genau.
k P(X = k)
Werte abgelesen | Werte berechnet

&

Form P( X > k), P(X < k) und P(X > k).

w sch |nI|chke|
4 S u ramm &ahlenwerte einer By, 0 6(K)-Verteilung gegeben.

O
$0,25
90 0120

OB |WIN|—=

10

0,0060

Ermitteln Sie die Wahrscheinlichkeit P(X < 5) =
welche Balken hier aufsummiert werden.

on Sie im Stabdiagramm,

P(X<5)=P

+PX=1)+P(X=2) + P(

n Tafelwerken
nktion F,, ,(k).
je den Wert

heinlichkeiten kann ebenfalls mithilfe v

aschenrechne¥ erfolgen. Man verwendet hier die Binomid
leren Sie den gesuchten Wert in einer derartigen Tabelle, bzw.
fe Ihres Taschenrechners.

<b)=

P(X <4) = Fip06(4) =

© Ursula Pirkl, Juli 2014
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ii) Ermitteln Sie anhand der Tabelle oder mithilfe des Taschenrechners fir ein
die folgenden Wahrscheinlichkeiten.

(k)-

P(X <20)= P(x<19) = 50 05(19):

P(X < 30) =

P(X <25) =

P(X <11) =

P(X < 40) =

iif) Markieren Sie in der folgende,
Balken, die man aufsummpi diese Vert

ermitteln, und zeige rwend derg Tabellen
w dass

s
&“&
\

tsprechende
ert 0,8377 ergibt.

d auch nicht direkt mit dem
ichkeit arbeiten. Da die
richt die Summe des
4 Balken. Fir die

rhalten. Man muss hier
r Werte aller Balken bei einer Verteilun
10. Balkens der Gegenwahrscheinlichkeit der Su
echnung bedeutet das:

P(X >5)=1-P(X < (4) =1-0,1663 = 0,8337

ng die folgenden Werte:

hrerselbstverlag
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Ubungen
U9.1 Ermitteln von Wahrscheinlichkeiten mit der Binomialsumme leren Sie die

zu berechnenden Wahrscheinlichkeiten im dargestellten Aus
Bso.0.3(k)-Verteilung, und bestétigen Sie jeweils die
Taschenrechners und oder einer entsprechenden Ta

llendiagramms der
ichkeiten mithilfe des

a) P(X < 13) = Fypa()

...50

b) P(X>17)

23 25 27 29 ...50

LT

1 3 5 7 9 11 13 1517 19 21 23 25 27 29 ..50

0,15

= P(X<9) +1-P(X<19) 010

T

5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25 27 29 ..50

<18)

= P(X<17) -

P(X<11)

F. (_)-F
T 17 19 21 23 25 27 29 .50

.50
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Aufgabe 9.4

Ermitteln von k bei der Binomialsummenfunktion

Bei der Produktion von T-Shirts einer hochpreisigen Mar.
umfangreichen Auftrags wegen eines Defekts an einer N
aufgetreten. Es werden zur Uberprufung der Anga

einer Stichprobe?

P(X<10) = Fsp.035(10) = 7,9%
P(XS15) = F5o;o’3(15) = 5
P(XSZO) = F5o;o_3(20)

In den Stichproben
Wahrscheinlicleai

héchstens 25 % bis zu k T-Shirts mit
ehmen, wenn die Angaben des

sicM mit ein scheinlic
den. Welc e kan
|eTrate sti

b) Ind

Bei dieser Fragestellung ist k
gesucht. Es werden neue

0 o Uberlegungen notwendig.
Verdeutlichen Sie siMusam%e@w;e anhand der folgenden Darstellungen:
Hochstens 25% der Werte far

k sollen im linken Bereich der
Verteills

75% der Werte fir k
liegen dann im rechten
Bereich der Verteilung.

ullt, denn aus

robe befinden sich mit einer Wahrscheinlic
r, wenn die Angabe des Produktionsleiter,

S mit

von 22,29% bis 2

bhrerselbstverlag
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Aufgabe 9.5

Allgemeine Formulierung der Aufgabenstellung zur Bestimm

In der Aufgabenstellung sind n, p und P(X = k) gegeben. G

Veranschaulichung der Rechnung wird in den folgenden
ersatzweise eine einhlllende Kurve fiir das Saulendi
Balken verwendet.

Die grundlegende Aufgabenstellung wird je
anhand der Verteilung Bqqo. 0 5(k) beispiel

Bis zu welchem Wert von k gilt

or ¢ @&
v

*Hinweis zum Ablesen aus eir@ntsprechenden Tabelle:

.2 Bestimmen Sie fir die angegebenen Wahrscheinlic

Rechnungen auf der folgenden Seite.

Ergebnis
k=1
k=9
k=20
k=13

k=95
33 |k=99

100; 0,97(k)

B1oo; 06(K)

00
P(X>Kk) <0,1

funktion F,,(k) die Werte flr k. Die Ergebnisse sind zur

. Zur
es Sdulendiagramms

von k gi die

Walr lichkeit P(‘lg chstens 10% ist?

o X
&

k-1 k

1-P(X<k—-1) <0,1
—P(X<k-1) <-0,9
PX<k—-1) >0,9
Fi00;05(k =1) >0,9
k—1 =56 < aus der Tabelle*
k =57

n oben nach unten durchgehen, bis man auf den ersten

r Wert fir k zuzuordnen ist.

er Binomialsummen-

Ergebnis
b) k=9
0,025 |k=25
d) 1 k=74
1 k=86
1 k=78
1 k=288

© Ursula Pirkl, Juli 2014
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Aufgabe 9.6

Erwartungswert und Standardabweichung bei der Binomialve,

Zeigen Sie mit den in Kapitel 8 verwendeten Verfahren, dass sich f gswert und die

Standardabweichung bei den folgenden binomialverteilte lIsgrc ie angegebenen

Werte berechnen lassen.

a) Die Zufallsvariable X ist Bs. ¢ 4(k) verteilt. Bega ngswe rganzen Sie
fehlende Angaben in der folgenden Tabg ' ieBﬂ z V(x) sowie die
w=__-0,0778+ __ -0,2592 +

Wahrscheinlichke i ang ierns \

k P(X =k v gswert \0

Standardabweichung c.
’ | ‘
' )

o,o1c@

V(x)= __-0,0778 + __- 0,2¢' 0,3456+ __-0,2304 +__ -0,076 + __-0,0102 = = 1,197

c= =11

Einfache Abweich
vom Erwartungswert

Wahrscheinlichkeit
P(X = k)

0,0080

k © Ursula Pirkl, Juli 2014
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c) Ermitteln Sie fur die in Aufgabenteil a) und b) gegebenen GréR3en die folgend
vergleichen Sie die Ergebnisse jeweils mit den berechneten Werten fur gund c.
anschlieBend den Merksatz.

zua)n-p=____ und yn-p-q=___

Fir eine binomialverteilte Zufallsgr
Berechnung des Erwartun

Berechnung der Standard eichu

Aufgabe 9.7

Eigenschaften der Bi

X
9
i \20 nj rok-AChse die

I
ialverteilun ildet. B Y@ Sie hinsichtlich des
n die na den Aufig llungen.

d p auf das Erscheinungsbild der

u & Wertgv.
%&igenscﬂ Lage und Hoéhe des héchsten Balkens und
Qrd, degio trischer ist das Erscheinungsbild der Verteilung,
an den héNBal

ken
e Je gréBer n wird, desto 9 wird die H6he des héchsten Balkens.

metrieachse verwendet.

e Je gréBer n wird, desto wird die Breite der Verteilung.

-Achse nach

andardabweichung
eichung 26 und 3c. Tragen

q sowie jeweils die 2-fach
e an den vorgesehenen Stellen ein.

autern Sie, welche Beziehung zwischen dem Wert von . un lken der Verteilung

esteht.

en ZusammenMang zwischen den Symmetrieeigenschafte
ms und dem Wert von c.

hrerselbstverlag
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B10: O,1(k)

0,50

0,40
0,30
0,20
0,10
0,00

30 =

© Ursula Pirkl, Juli 2014
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BGO; 0,2(k)

0,15
0,10 -

0,05 -

0,00 -

B100; 0,2(k)

8 12 16 20 24 28

&3 60 2c=__

Abb. 9.7

w
Q
Il

0,08
0,06

0,04

1o =

0,02

0,00 -

48 52 56 60

28 32 36 40 44 48 5K2 56 60

Abb. 9.9

hrerselbstverlag

Wabhrscheinlichkeitsverteilung

Kapitel 9 Binomialverteilung -93-

Aufgabe 9.8

Die 6-Umgebungen bei der Binomialverteilung
net, in einer

rhalten. Wiirde man in
s die Anzahl k der Glaser mit

far d uftreten eines
t. Frages en zu
ert in einer
ungen untersucht.

<

Im Rahmen von Aufgabe 9.2 wurden im Beispiel 1 die Wa
Stichprobe vom Umfang n eine bestimmte Anzahl k an fe
der Praxis viele dieser Stichproben entnehmen, kén
Fehler in jeder der Stichprobe meistens nicht gena
Fehlers entspricht, jedoch haufig in der Nahe
Wahrscheinlichkeiten hinsichtlich der Abweg
Stichprobe werden bei einer Binomialver
Daher soll in der folgenden Aufgabe der

\g

a) Graphische Darstellung

2aMen sind drei Bereiche
bezeichnet werden. Da bei

In der Abbildung j
markiert, die
einer Binomia
Ermittlu

hsten Balken in Richtung des Erwartungs-

ie 10-Umgebu ' ‘}\
e Grenzgy 22= amit liegt der Balken Nr. 10 in der 1c-Umgebung
chte Gren 2+22

Damit liegt der Balken Nr. 14 in der 16-Umgebung
Fir die 26-Umgebung gilt:
Linke Grenze: 12-44=7,6 Damit liegt der Balken Nr. 8 in der 2c-Umgebung
Rechte Grenze: 12 +4.4=16,4 Damit liegt der Balken Nr. 16 in der 2c-Umgebung
Fur

lken Nr. 6 in der 3c-Umgebung
Nr. 18 in der 3c-Umgebung

=12

0,20
0,15 -
0,1

20

4 Lehrerselbstverlag © Ursula Pirkl, Juli 2014
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jeweils die 16-, 26- und 36-Umgebung.

i) Vergleichen Sie, welchen Bereich die 3c-Umgebung bei
Markierungen in den jeweiligen Verteilungen abdeckt
Bei allen Verteilung liegen unabh&ngig von n un
der __c-Umgebung.

iii) Wie Sie sicher erkannt haben, liegen b i 1 alle Werte
von Kk innerhalb der 36-Umgebung. S
Bereich bei diesen Verteilungen jeweil

Der Wert fur k liegt bei etwa % ' en “ h.
Der Wert fir k liegt bei etw. r Stichpro?o-Bereiih.o
Der Wert fir k |j derw im SG-BE&h.
fiir eine, @ k)-Verte%E =30

e Berechn hand d@iels fur die 16-Umgebung und gehen Sie

O azu vor,

10-Umgebung: 16 = \/100~O,39: 4,58

Grenzen des 1o0-Bereichs berechnen:

Da es fir k bei der Binomialverteilung nur \
ganzzahlige Werte gibt, missen die berechneten
erte gerundet werden. Um innerhalb der

i c-Umgebung zu bleiben, wird der linke
dig von der Nachkommastelle

und der rechte Wert immer
rundet in Richtung des

7

innerhalb der

rechnen der Wahrscheinlichkeit, dass ein Wert flir k bei der
16-Umgebung liegt:

Wabhrscheinlichkeitsverteilung
Kapitel 9 Binomialverteilung

26-Umgebung: 26 = 9,2
Grenzen des 20-Bereichs berechnen:

L+_ o

20-Umgebung liegt:

P(____<x<__ )
m P36 = 1%‘ \6
en des 3 Ber@ berec%
V.

- <SX< __+

Zum Erwartungs-
in runden!

ahrscheinlichkeit, dass mialverteilung innerhalb der

© Ursula Pirkl, Juli 2014
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Literaturwerte zu den c-Umgebungen

Sie haben in Aufgabe 9.7 festgestellt, dass die Symmetrieeigenschaft de
damit auch von ¢ abhéngig ist. Je gréBer der Wert von n bzw. ¢ wird, d
Verteilung bezlglich des héchsten Balkens. Die berechneten Wahyschei
bungen werden ebenfalls umso genauer, je gréBer der Wert vo

Laplace-Bedingung erfillt, und es ge

10-Regel:

Raum far N

St uli 2014
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Kapitel 10: Zweiseitiger Signifikanztest

Aufgabe 10.1

Grundidee des Testens

Grundséatzlich entspricht das Testen von Hypothese ahlprognose. Da man nicht
alle Wahlberechtigten nach ihrer Stimmabgabe be ' igh bei den Umfragen
auf eine mehr oder weniger zufallig ausgewahl n deren
Wahlverhalten auf den Ausgang einer Wa r Auswertung von
solchen Erhebungen und auch Fehlern, [ egenstand der hier zu

bearbeitenden Thematik.

Als einfiihrendes Beispiel soll &itet werd%
\‘

ng aus S-Koérnern und L-
hung vorhanden sein. Die
enen Stichprobe Uberprifen.

Aufgabenstellung:

i i i i ein termitt ten eine
Koérnern. Flr eine U orner in
uféllig

und L-Kdérnern simuliert werden. Z&éhlen Sie alle
lhre gezogene Stichprobe in den folgenden Feldern

&&nahme einer Stichprobe von jedem Schiler/

0 . (Sollten Sie den Zufallsversuch nicht durchgefuhrt
110 verwen mfang der Stichprobe: n = 210, Anzahl S-Kérner: 85)
eitiger Sign test 0 ............................................................................... 97
9 Prozentualer Anteil de%er laut Hersteller: p =33%=0,33
Stichprobenumfang n Ihrer Stichprobe: n=
k=

s lhrer Stichprobe (auf eine

ie den Erwartungswert p fir di

im Versuch
as stellen Sie fest?

r S-Kérner mit der Anzah
lhre Mitschuler nach deren

bstorganisiert erlernen (Beste

ehalten: hts reserved.
, auch auszugsweise, vorbehaltlich der Rechte,
aus §8 53, 54 UrhG ergeben, nicht gestatte

SelbstVerlag
es & Freunde GmbH, Koblenz (Ger,
ehrerselbstverlag.de

zahl der gezogenen S-Kérner in einer Sig i [ au mit dem
ungswert fur die Anzahl von S-Kérn , man zieht me er Korner als
wartungswert angibt. Wenn man G e, musste man

k © Ursula Pirkl, Juli 2014
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welcher Abweichung der Stichprobe vom Erwartungswert u die Lieferung rekl
davon ausgehen kann, dass die Vorgabe von p = 33% nicht eingehalte
Zuchtergebnis geféhrdet wird. Entscheiden Sie nun intuitiv, ob Sie a
Lieferung beanstanden wirden.

Als Geflugelzuchter wurde ich die Stichprobe beanstanden

2. Anwenden der Binomialverteilung fir die Beurteilu

Eine Hilfe far die Beurteilung Ihrer Stichprobe u
Geflugelzichters die Lieferung reklamieren wi
der Binomialverteilung auf Ihre Stichprobe. Die
der Abbildung unten erlautert.

@I es
on Eigegschaften
nun zu&énhand

a) Stellen Sie die Werte lhrer Stich g

b) Berechnen Sie fir Ihr
Standardabweichu

eein\%
oigm -

r eine idealisierte Binomialverteilung und nur die
w5c-Umgebung begrenzen. Berechnen Sie fur |hre
die ganzzahligen Werte fir diese Grenzen, und tragen
en ein.

B
Stichp
Sie die Zahlenwerte in der Abbil

aus den ob

inem weiteren senkrechten her Stelle der

und ergénzen Sie den fol

einer Stichprobe liegt

it sehr nahe am Erwartungswert.

o-Bereichs.
es 2o-Bereichs.

des 3o0-Bereichs.

Hypothesentests

Kapite 10 Zweiseitiger Signifikanztest

Die Wahrscheinlichkeit, dass bei einer Mischung mit 33% S-Koérnern ei

diesen Bereich fallt, ist gleich / kleiner / gréBer als %.

e) Entscheiden Sie nun erneut, ob Sie die Lieferung rekl n wi nden
Beanstanden der Lieferung:  Ja [ oder Nein |

Begriindung:

-99 -
r@g in

dies.

<

\¢
N
0‘

oV

ein?\
r Stich

ine 33%-

en haben, diea
doch a Sti

a n und a:& dieser
ausgehen, dass die g€forderte

33% S-Kérner vorhanden sin
einen Irrtum und handelt sich g

[ r nnehmen oder beanstanden wirden,
i iaIvert% Wert fur die Anzahl der S-Kérner

tichprob wartungswert liegt, desto eher wird man

g erfullt ist. Je weiter die Anzahl der S-

swert gn gt, desto eher wird man von einem falschen
e Liefer &nstanden. Betrachtet man bei diesem Versuch eine
t alle Schiler und Schilerinnen Stichproben

bchprobe gehdrenden 3c-Umgebung liegen. Durch Zufall

sein, die eine groBe Abweichung vom Erwartungswert

bung liegen. Aufgrund der Stichprobe wiirde man dann davon

ischung nicht eingehalten wurde, obwohl in der Mischung wirklich

irde man in diesem Fall eine Lieferung beanstanden, so begeht man

g Arger mit dem Lieferanten ein, wenn dieser nachweisen kann, dass

seine Lieferung in Ordnung ist. Die Wahrscheinlichkeit, genau diesen Fehler zu machen, bezeichnet

man als Irrtumsr

immung des Irrtumsrisikos in Abhangigkeit vo

Als Grundlage fur die Betrachtungen des Irrtumsrisikos soll we
Aufgabe 10.1 diene ' rden nun einheitlich die folge

Z 0,33
= 231
np =231-0,33 =~ 76

ur S-Koérner:

u

andardabweichung: 106 =7,14
Standardabweichung 2c = 14,28
Standardabweichung 3¢ =21,

4 Lehrerselbstverlag
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a) Tragen Sie die Grenzen fur die jeweiligen c-Umgebungen als ganzzahlige
Graphik ein. Achten Sie darauf, dass man bei der Bestimmung der 6-Uggaebun
Erwartungswert hin rundet. (Vgl. Kapitel 9 Aufg. 9.8)

\¢

mm@&a Anzahl der
no6

Person 7 Person 8

S-Kdérner ergeben sic

Person 1

‘ 54 ‘ 89
Mar (r dj Kérnern bei den 6 Stichproben in der
bbil ob senkrec& en und ergénzen Sie:

Die ben der ~en liegen mit
16-Umgebung. E

liegen mit S-Kérnern innerhalb der

S-Koérnern innerhalb der

Die Stichproben der Personen
20-Umgebung.

S-Kérnern innerhalb der

S-Kérnern auBerhalb

Stichprobe
angenommen
icht in Ordnung
d hier mithilfe

lerend auf dem Testergebnis muss nun jede Person mithil
entscheiden, ob man davon ausgehen kann, dass die Lieferung i
werden sollte, oder o ehen muss, dass das Misch
ist, weil die Stic ngswert abweicht. Eine E
ogenannte Annahme- und A
-Umgebungen als Grundlage fur
r die Ermittlung dieser Annahme- u sbereiche.

Hypothesentests

Kapite 10 Zweiseitiger Signifikanztest -101-

c) Betrachtung der 3c-Umgebung

ben im 3c-
alb dieses
hsignifikante

Bei einer Binomialverteilung liegen mehr als 99% aller zuféllig
Bereich, d.h. in weniger als 1% der Félle liegen Stichprgbenerd
Bereiches. Es ist Ublich, diese gro3e Abweichung vorg artuny
Abweichung zu bezeichnen.

reichs geben den
tichprobe an.

Werte innerhalb des 3c-Bereichs geben den X0 des
Annahmebereich fur die Stichprobe an tlehniNg@sberei

enzwertx%nen der
AlNp nungsb% eginnt,@:
‘ Clae s @ 6echts= -

W hier im

ng Ml hier gnga e ishen.

)
li KTWAblehnu eich der 3c-Umgebung und
scheg @L eferu lamieren.

. Reklamation gibt die Wahrscheinlichkeit an,
bung liegt, und hat hier den sehr kleinen Wert
0, sich wegen einer unberechtigten Reklamation mit

bei der Annahme der Lieferung ein relativ gro3es
und sich die Tiere nicht gut entwickeln.

ng nicht

d) Betrachtung der 2,-Umgeba;0

Bei einer Binomialverteilung liegt die Wahrscheinlichkeit, dass eine Stichprobe in den 2c-Bereich
fallt, bei 95%, d.h. 52 ; en liegen durch Zufall nicht in diesem Bereich. Es ist Ublich,
diese r swert als signifikante Abweichung zu bezeichnen.

e auBBerhalb des 2c-Bereichs geben den
ngsbereich fir die Stichprobe an.

ei denen der Ablehnungsbereich

Orechts=

eich, und die

cheinlichkeit an,
ert von
klamation mit

. Reklamation gi
g liegt, und hat
en einer unber

umsrisiko fur eine unberechtigte Ablehnun
eine Stichprobe zuféllig auBBerhalb der 2

%. D.h., man hat ein relativ kleines
Lieferanten Arger einzuhandeln.

© Ursula Pirkl, Juli 2014
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e) Betrachtung des 16-Bereichs

Bei einer Binomialverteilung liegt die Wahrscheinlichkeit, dass eine
fallt, bei 68%, dh. 32% aller Stichproben liegen durch Zufall night in

Werte innerhalb des 1c-Bereichs geben den
Annahmebereich flr die Stichprobe an.

IA
X
IA

Die Stichproben mit den Werte
Lieferung wird hier wohl angen

r 1§ ung, und die

Iiegen hnungsberelch der
enn ver rd dass die Stichprobe

*gxennt man bereits, dass das
n

relativ hoch liegt und hier den Wert
er Wahrscheinlichkeit wegen einer

m Llef nhandelt, wird man die 16-Umgebung nicht
Daher | 10-Bereich bei der Beurteilung von Tests auch

an SICh in u
ation Arg

f) Erklaren Sie die Bedeutung der ,,S|gn|f|kante Abweichung® und ,hochsignifikante Abweichung*
in eigenen Worten, ordnen Sie die Begriffen das Signifikanzniveau von 1% bzw. 5% zu und
erlautern Sie, welches Signifikanzniveau Sie fur eine Entscheidung wéahlen wirden, wenn eine
Fehlentscheidung hohe U nehmlichkeiten fur Sie bedeuten wiirde.

Anlehnung an das 5%-ige Irrtumsrisiko bei

Hypothesentests

Kapite 10 Zweiseitiger Signifikanztest -103 -

Aufgabe 10.3

Berechnung von k, wenn das Irrtumsrisiko nicht den Wahrsc i ebungen
entspricht

Bei dem Kdérnerversuch aus Aufgabe 10.1 (p = %) wird fe ichprobe von 100

? Es sollen der linke

en Test ermittelt werden.

, anste

ve, in furdle Aufgabe

Kérnern entnimmt und dass das Irrtumsrisiko héchstens 1
Ablehnungsbereich k < g, und der rechte Ablehnu
Zur Veranschaulichung des Annahme- und Ablehn
Binomialverteilung mit einzelnen Saulen, vergs
relevanten Balken eingetragen werden, v

haben.

a) Erlautern Sie, warum der rechte und li blehn \Wah: @chken von 5%

Erlautern Sie,

O\ 3 @n
3&

le sich isierun nahme und Ablehnungsbereich sowie die Rechnung
ispiel, und erm anschli nalog dazu den rechten und linken Ablehnungsbereich,

das Irrturgsrisi f hoch festgelegt wird. Erganzen Sie dabei fehlende Angaben in
ualisierw

Beispiel: 9

Vereinbarung fiir \
folgende Aufgaben:

Die Grenzen g, und g, flr

Ablehnungs- Ablehnungs- '
bereich reich 90% bereich den Annahmebereich
i rechts werden zur Vereinheit-

lichung der Betrachtung
so gewahlt werden, dass
sie links und rechts
auBerhalb des Annahme-
bereichs liegen.

5%

Rechnung:

linke Grenze g
P(x<g,)

r als oder mehr

er in der Stichprobe

(9. -1)=<05 befinden,
1002 (9 —1)20,95

Lieferung

reklamiere
9 -1=____

9=

n Annahmebereich gilt: A= {26, 2

© Ursula Pirkl, Juli 2014
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Aufgabe 10.4
Lésungsweg fir ein Irrtumsrisiko von 16% g

Irrtumsrisiko bei vorgegebenem Wert fiir k berechnen

Bei dem Koérnerversuch aus Aufgabe 10.1 (p = %) wird fes nerlieferung

Ablehnungs- Able
bereich Annahmebereich %
links — befinden. Es soll das Irrtumsrisiko, mit dem dieser
% »-/f % Veranschaulichung des Annahme- und Ablehnung
_,/'f Binomialverteilung, mit einzelnen Saulen verei
o \0 relevanten Balken eingetragen werden, v 4
Ca
___.-f"‘j’ Q Q

\g
\0\ Ablehnungs-

er mehr als 45 S-Kbérner
rden. Zur
er, an einer

e, in@@ far die Aufgabe
O\

rt: Der T arl srisiko von %

Rechnung: vg ‘ o=F +P(x > 46)
bereich <20)+1-P(x < 45)
e\ o links Chts - (20)+1-F,, (45)
2% ST
0‘ 0 o=0,81%
‘ \& v Annahmebereich A = { }
Q mit e

[
9 b) Bestimmen Sie das Irrtums?), wenn die Lieferung fur weniger als 20 und mehr als 46 S-Kdérner in

der Stichprobe abgelehnt wifQ. (Kontrollergebnis: o =1,48%)

Rechnung:

is: A = {37, ..., 40}

k © Ursula Pirkl, Juli 2014
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Ubungen 10.1
U10.1 Die Freie Wahlergemeinschaft FWG in Zufallsstadt hatte bei de Ko
der Stimmen erhalten. Um herauszufinden, ob sich der Stimme Aode ird
rechtzeitig vor der kommenden Kommunalwahl eine Umfigge un \ )
durchgefuhrt. Da die Umfrage durch Zufall ein Ergebni an falsche
Ruckschlisse auf den momentanen Stimmenanteil zieh pei der Auswertung das
Irrtumsrisiko berucksichtigt.
a) Bei der Umfrage werden 400 Persone isi rals 5%
betragen. Bestimmen Sie den Anna i " st,
veranschaulichen Sie die Bereiche [ ie, ob man bei
dieser Umfrage von einem unveran [ [ ersonen
angeben, die FWG wéhle 8
b) Der Parteivorstand legt ersonen befr@®w SS man nur
dann, wenn weniggiiag Is 30 Pers nicht zu wahlen,
> ie die
Ichem Irrtumsrisiko der
ter 100 Personen auf einen
@ tellung anhand einer Graphik und
uli 2014 4 Lehrerselbstverlag k © Ursula Pirkl, Juli 2014
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Hypothesentest

Kapitel 11 Einseitiger Signifikanztest — Fehler beim Testen -109 -
Kapitel 11: Einseitiger Signifikanztest — Fehler beim Testen
Nachdem Sie sich in Kapitel 10 anhand von zweiseitigen Tests sc rk u den
grundlegenden Zusammenhé&ngen beim Testen von Hypothesen e n, gen in diesem

Kapitel anhand von sogenannten einseitigen Tests weiter: vor allem hinsichtlich
der Fehler, die bei der Beurteilung einer Stichprobe auftre

Ein Forschungslabor hat zur Behandlung ' [ @verlaufe n Krankheit

eine verbesserte Therapie entwicke ) i i irm 1 20% eine Heilung

Aufgabe 11.1

Aufgabenstellung

ue Thera eine Heilung
nun min e 0% der Erkrankten

yine kleine Gr von 20 Pati r Verfligung, an
etestet we : @sﬂjhrer der
) [ r2Astig als Innovation auf einer
aufen will, wenn mindestens
8 Personen in die gL werden. scheidungsregel des
Geschéaftgis [ . c‘ *
PN von Hypt@& und Zuq@ger Werte aus der Aufgabenstellung
Es we@ontext (\ benstellung zwei sich gegenseitig\
m nde Hyp formuliert.
o bezieht sich meist auf einen gesicherten
. ' an an, dass die neue Therapie genauso hilft wie
ie und in 20% der Falle heilt.
o Die Al tivhypothese H, bezieht sich hier auf die ungesicherte
Annahme, dass die neue Therapie besser wirkt. Man nimmt hier
40% an.

Nullhypothe Alternativhypothese H;

PpPo- Die neue Therapie wirkt wie die alte herapie ist besser.

en und Therapie.
uordnen der
Zahlenwerte |n =20 Po=0,2 Lo =4 0,4 W =8

T
Anmerk

ungswegs Die Vertei pthese mit der
Yoo der kleineren gréBeren W keit p liegt,

einlichkeit p inYer linken Spalte wie in Schrit htlich wird,

abelle zu notieren. Da in dieser weiter rechts Aufgaben-

gabe pokleiner als p; ist, wird demnach stellung ist p4 o, also liegt

b hier in der linken Spalte notiert. H4 rechts von n der rechten

Begrindung wird in Schritt 2 deutlich Spalte notiert.

y

k © Ursula Pirkl, Juli 2014
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2. Schritt: Festlegen und Visualisieren des Annahme- und Ablehnungsbere

Far die folgenden Betrachtungen wird hinsichtlich der Visualisierung fur sch der
Alternativhypothese H; der in der Aufgabenstellung angegebene Wert p n

Farben Sie in der Abbildung alle Balken, welche zur Verteilung vog Ho ge
zur Verteilung von Hy gehdren mit zwei verschiedenen Farben a veck

alken, welche

Ubersichtlichkeit werden die Balken jeweils mit einem Zwisghena¥X y da

Annahmebereich fur Hg
Ablehnungsbereich fir Hy

0,25

Markieren der 0,2
Ablehnungs-
bereiche flr
die beiden 0.15 1
Hypothesen

Begrinde

Ablehnungsbereich flr Hy bezeichn

\
" I
Q! !I!
2 v
0 E isch P
ie, warum Meich$ blehnungsbereich fir H; und der Bereich k > 8 als

k<7

Annah

rhn

N Sgrenze Abb.11.1

St

ig ist, detaillierte Balkendiagramme wie in
en, entsprechend zu den Uberlegungen beim zweis
ealisierten Binomialverteilungen. Hier werden, wie in Abb.
der Entscheidungsgrenze eingetragen.

, visualisiert man die
der Hullenkurven von
r die beiden Balken

27Udl0)

uli 2014
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3. Schritt: Betrachtung von Fehlentscheidungen

Fur welche der beiden Hypothesen man sich in der Praxis nun ent
Stichprobe ab. Wie Sie im Kérnerversuch in den Aufgaben 10.1 un

Stichprobe durchaus ein Ergebnis liefern, das zu einer fals

n, kann eine
Wir haben hier
W in dem Glas keine
% liegt. Dies fuhrt beim

¥ zu rekl@mieren. Ver-
lentscheidungen

e is

ufgrund
nom

ren des Fehlers:

bwohl die neue Therapie besser als die
alte ist,

wird aufgrund der Stichprobe irrtimlich
angenommen, dass die neue Therapie
nicht besser ist.

esser |s=
scheidung:

enz der,
BIam ge durc Qrbffentlichung eines
nicht zutreffen Forschungsergebnisses.
(Wird in Wissenschaft und Forschung als
schlimmer Fehler angesehen.)

Konsequenz der Fehlentscheidung:

Die Erkrankten erhalten kein besseres
Medikament, bzw. es wird ggf.
unndétigerweise Geld fur weitere Forschung
ausgegeben.

dnung zu den beiden Hypothesen ist festge

a-Fehler:

er B-Fehler so
Konsequenzen dieses Fehlers ebenfalls ni
werden, dass auch dieser Fehler mogli

— Man ordnet der Nullhypothese H, den a-Feh
— Der a- Fehler ist im Allgemeinen der Fehler, welc
ag gibt, die gravierenderen

endere Fehler ist, sollte di

ativhypothese H, den 3-Fehler zu.
llgemeinen der Fehler, der als wenige
in der Regel nicht kleiner als der a-Fehle
t unerheblich, s
ein wird.

r Stichprobe zwei unterschiedliche
Hypothesentest daher zwischen dem
ehler 2. Art.

egel wie folgt vorgenommen:.

tion, die den Test
n Folgen hat.
bglichst klein und nicht

so gestaltet
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Beide Fehler kbnnen nun, um der Aufgabenstellung eine Ubersichtliche Struktur en, in

mit den Werten flr die Entscheidungsgrenze ebenfalls tabellarisch dargestallt wer

indung Aus Abb.11.3 kann man nun die Anséatze fir die Berechnung der beiden Fe
Sie die beiden Fehler, indem Sie die entsprechenden Felder in der Tgkelle u

Wahrscheinlichkeit der Alternativhypothese H; wird der Wert p; = )

-
In dieser Spalte der Tabelle geht
(an davon aus, dass die Nullhypo- oo NAGIPPc o mar erer | Verwendung der Verteilung von H
these H, zutrifft und das neue aus, die Nullhypothese H; der Fehler 9 9 —

Medikament nicht besser ist. ’ e pue Medikament

Befinden sich in der Stichprobe
weniger als 8 geheilte Patienteg
spricht das fur die Gultigkeit
Nullhypothese Hy und man
entscheidet sich zu Recht fl
Erhalt man jedoch
Stichprobe mit vj
Personen, ents
Unrecht ggaie

, cPhden si der a=P(Xz__)
hpr indest o viele a=1-P(X<__)
. cilte Patie n% s fir die a=1-F,,,(__) Verteilu

pkeit der se H; und man

erwscheide z¥ Rechj fU .

Erhalt ﬂ h durch in
Sti wenjgen ilten
FM , begeht Mg @pn B-Fehler,

AT gegen die
entscheidet.

e

sich '

Ausgang P rnativhype¥g

des
Zufallsver-

und beg

ric ntscheidi@ng
alisierevaechne

Der a-Fehler gibt die Wahrscheinlic Q dass der Wert von k in der Stichprobe in den
Ablehnungsbereich von H, fallt. Bei r Aufgabe betrifft das alle Balken der Verteilung von Hy, welche
rechts von der Entscheidungsgrenze liegen (vgl. Abb. 11.1).

)

)

B-Fehler

h die Verg ung eines falschen Forschungsergebnisses

s’ ‘ r B-Fehler mit fast 42% sehr groB.
n Sie, w bei glel gichprobenumfang den B-Fehler von Aufgabe 11.1 nur

verki®nhern kann, w an eine a®eren a-Fehler zulasst.

richtige Entscheidung

tsth@tr ein sehr kleiner a-Fehler von 3,2% auf.

4. S und B-Fehlers

ert von k in der Stichprobe in den
s alle Balken der Verteilung von Hy, welche

visualisieren. Man kann dazu
ler entsprechend der

|
bzw. 11.2 zugrundelegen, un

ufgabe 11.1 dargestellten
Test zusammenzufassen
\r einen

gt hier fest, dass man
eheilt werden.
vorgegebenen
urch.

olgenden Seite ist eine Tabelle abgebildet,
abellen zusammensetzt. Um die Vorgehensweise be
und zu vertiefen, soll diese Tabelle aufgrundlage der Aufgab
Stichprobenumfang von 50 Personen ausgefillt werden. Der
von einer verbes ehen will, wenn mindestens
Orientieren S er modifizierten Aufgaben
fihren Sie die Schritte 1 bis

Ablehnungsbereich fi
H;

Bereich
fur den

azualo)

thesen, ermitteln Sie jeweils die We
Iden Verteilungen mit Hy und Hy und zei
renzende Balken fir die Entscheidungsregel an geeigneten
ormulieren Sie die Fehler, notieren Sie die ehdrigen Werte
den a-Fehler und p-Fehler zu.

Markieren Sie die Fehlerbereiche in
Verwenden Sie fur Hy wieder p4

Grenze sowie
r Abbildung ein.

und ordnen Sie

und berechne ehler.
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Formulieren hypothese H
der Hypo-

thesen und
Zuordnung
der Zahlen-
werte _ p__ [V

\
v

>
Il

-
Ablehnungsbereich fur H_ n§oereich §
Markieren
Ableh-
nungsbe-
reiche und
Fehler

Tipp:
Graphik

Formulierey
Obwonhl

v\@ grund der Stichprobe irrtiimlich

egenommen,

Konsequenz der Fehlentscheidung:

Fehler ist Fehler ist gravierend / weniger gravierend.

____-Fehler

ichtige Entscheidung

echnung des __-Fehlers unter
Verwendung der Verteilung von H

__-Fehlers unter
rteilungvon H

uli 2014
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Aufgabe 11.3
Die Testsituation von Aufgabe 11.1 wird nun wie folgt veréandert.

— Das Medikament wird nun an 50 Personen getestet.

— Die Wirksamkeit des bestehenden Medikamentes bei

— Die Wirksamkeit des neuen Medikamentes ist bes

— Der Geschéftsfihrer méchte, dass das Risiko,
Forschungsergebnisses hinsichtlich einer verbes
weniger als 1% betragt.

Damit wird nun der a-Fehler vorgegeben,

werden.

a) Verdeutlichen Sie sich anhand de

S sicher.

Ta uf de enden im Lo

1. Schritt: Formulieren dé und Notiere r g€gebene

ines falschen
ntes zu blamieren,

| ungsregel ermittelt

i ie si € gahren gleich
bleibt und was sich verande e einge Pungsschri

3. Schritt: Betrachtung von Fehlentscheidungen

© Ursula Pirkl, Juli 2014
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Formulieren Nullhypothese H, Alternativh Ubung 11.2
der Hypo- : Co : . .
thesexpund Die neue Therapie ist nicht besser als die | Die neue T Verwenden Sie fiir diese Ubung die Aufgabenstellung von Aufgab bei fir die
Zuordnung alte Therapie. Therapie. Stichprobe nun 100 Patienten und zeigen Sie, indem Sie die folge , dass der B-
der Zahlen- Fehler bei diesem veranderten Stichprobenumfang einen a sich wegen der
Wario n =350 Po=0,2 Ho =10 n= uy > 10 unveranderten Aufgabenstellung bei der Formulierung de equenzen keine

< Veranderungen ergeben, ist dieser Schritt hier nicht int in dieser Tabelle nicht

Ablehnungsbereich fir o noch einmal.
Markieren ‘ b
Ableh- Formulieren Nullhypothes r@ hese H;,
nungsbe- der Hypo- . o \ .
reiche und e U Die neue Therapie ist nicht r ist besggr als die alte
Fehler Zuordnung alte Therapie.
der Zahlen- | =
n=__
werte
Formulieren de en des
Esser 45, Q@ Pwohl die herapie besser als die Markieren
lte ist Ableh-
’ nungsbe-
E i ' irrtg 0 ' der Stichprobe irrtimlich reicﬁe UE
ormutieren die neue T a , dass die neue Therapie nicht
der Fehler .
idung onsequenz der Fehlentscheidung:
ntlichun Die Erkrankten erhalten kein besseres
icht zutreffend hungse S. Medikament bzw. es wird ggf.
unndétigerweise Geld fur weitere Forschung _
V ausgegeben. K ung __-Fehler
Fehler ist gravierend /%m Fehler istgravierend / weniger gravierend. k__ 9 ler richtige Entscheidung
k<g, -1 richtige EntsCheidung p-Fehler Berechnung | Berechnung von g, unter Verwendung Berechnung des __-Fehlers unter
. . der Fehler |des a-Fehlers und der Verteilung Hy Verwendung der Verteilung von H |
k=g, richtige Entscheidung wenn p; = 0,4 gilt
Rerechnung des __ -Fehlers unter
ndung der Verteilungvon H

0,4 gilt

=0,)<o
-P(X<g,-1)<0,01
P(X<g,-1)2>0,99
Fs0.02(9, =1 20,99

jungvonH

it einem
ie alte. Der

der StichproDWghindestens 18 geheilte Personen befinde
0 von weniger als 1% behaupten, dass die neue Therapie bes
. Art betragt dann 24%.
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Aufgabe 11.5

Bei Einnahme des verbesserten Medikaments (vgl. Aufgabenstellung 1
mehr Erkrankte geheilt. Allerdings treten nun bei 30% der Patienten lebe\g
auf. Durch eine Beimischung eines weiteren Wirkstoffes soll errei gch bei 10% der
Patienten Nebenwirkungen auftreten. Flr einen Test des modifi >hen 50
Personen zur Verfigung. Man entscheidet, dass man von gjner Nebenwirkung
ausgehen will, wenn in dieser Stichprobe weniger als 12 Nebenwirkungen
haben.

a) Erganzen Sie die Tabelle unten, erlautern Sie

Zu a)

Nullhypothese H,

niger \6 Die neue Therapie hat die gleichen

die alte. Nebenwirkungen wie die alte.

Nebenwirkun

n=5oy<o,3 15 n=>50 Po=___ Wo=__
. © .

Annahmebereich fur H_
Ablehnungsbereich fur H_

Annahmebereich fir H_
Visualisieren g

und Markiere
der Vereinfachte

Ablek Betrachtung
h mit Hullen-
DS kurven von Hg

far den und H;
o-Fehler |3

[N

Formulieren des F

ulieren des Fehlers:

ohl

bhrerselbstverlag
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. wird irrtimlich angenommen, dass wird i alich a ass
Formulieren
der Fehler LG

und Konse- '

quenzen
Konsequenz der Fehlentscheidun?® v p 0 enz der ntscheidung:
‘ 6 <

K : </

¢ (s

__-Fehler

A
L sf
@ - weniger grXaCWd. FeE|0 ravierend / weniger gravierend.

| .

richtige Entscheidung

Berechnung des a-Fehlers unter

k _ -Fé&gle
: O
h g hnung 3 lers
4 Verwendung der Verteilung von H  und

hle end erteil i
und der einlic@1 =0,1 der Wahrscheinlichkeit p, = 0,3

B¥_> (@)

Ezl_:z(x g(_ D e y o=Fg,,(__) VerteilungvonH
=1- ___) VerteilungvonH

20;0,1

a=P(x<___)

-Fehler groBer als der B-Fehler ist und it als nicht
uft werden kanf¥, soll eine Entscheidungsregel gefunden w Icher der
ner als 5% wird. Ermitteln Sie eine geeignetegEntscheidungsre en Sie sich
ufgabe 11.3 bzw. Ubung 11.2.
rgebnis: In der Stichprobe dirfen sich hg
nn B = 5,8%)

Personen mit N en befinden;
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Formulieren hypothese H N Autgabe 11.7
der Hypo- Links- und rechtsseitiger Test
thesen und . . . : . .
Zuordnung Verdeutlichen Sie sich die beiden folgen Abbildungen und ergéanze
der Zahlen- _ Linksseitiger Test ng von H; liegt links
werte L P —— Kk e der Verteilung Ho.

- <

Ablehnungsbereich fur H_ Ablehnungsbereich fir Ho Ablehnungsbe v e Ents ngsgrenze
Markieren N .
Ableh- Graphik g,) ZVS nnahme- und
nungsbe- vervoll- 5 hnungsbereich von Hy
reiche und 5
Fehler 7

damit d kritische

ert @@so r a-Fehler liegen
\

ebe f der

r Verteilung von Hy. Man

Formuliere

Obwonhl zeichnet den Test daher als

Test.

Berechnen des a-

gl—1i mi

Rechtssevﬁest Die Verteilung von H, liegt rechts
von der Verteilung Ho.
hnungsbereich fn"@

deNgchprobe i‘
[ 4
onsequeiz d@h entsch @

grund der Stichprobe irrtiimlich
enommen,

Konsequenz der Fehlentscheidung:

L )

Die Entscheidungsgrenze

Abl D e
@ zwischen dem Annahme- und
H4

gsgrenze

dem Ablehnungsbereich von H,

und damit auch der kritische Wert

13

gr sowie der a-Fehler liegen

ntscl

o-Fehler ebenfalls auf der

Fehler ist gravierend / weniger gravierend.

Seite der Verteilung von Hy. Man

bezeichnet den Test daher als
Test.

enlers: o=P(X>g,)=

echnungen zum __ -Fehler

Poersicht der Testarten in den bisher behandelten Aufg

Testart Bere Aufgabe/Ubuncy
linksseitig Aufgabe 11.1, Ub
B Aufgabe 11.3, Ubung
Aufgabe 11.4
Aufgabe 11.5

ungen befindet
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Formulieren
der Hypo-
thesen und
Zuordnung
der Zahlen-
werte

hypothese H

n=___ P_ [

Markieren
Ableh-
nungsbe-
reiche und
Fehler

-
Ablehnungsbereich fur H_ ‘ dsbereic ‘

—

\ 4

>
e\ N2

o

2

Obwonhl ®bwohl

Formulierg 'N

lieren d& erilers:

&ufgrund der Stichprobe irrtimlich
genommen,

Konsequenz der Fehlentscheidung:

Fehler ist gravierend / weniger gravierend.

erechnung zum Fehler

Fehler

uli 2014
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Aufgabe 11.8

Erganzende Betrachtungen zur Abhangigkeit der Fehler vom

der a-Fehler etwa bei 3% liegt.

a) Markieren Sie jeweils ndherungsweis
Annahmebereichen. Ergénzen Sia die

Verteilungen Hg:p=

e des B-Fehlers
Hi: pP=

Bzo;o,g(k) und B
kritische Zah

Wert fir B aus
Aufgabe 11.1

B = 41,6%
B=P(x<__)
p=F (—)
0,16 B=
0,14
B=9,6%

1

B100;0,2(K) und Bigo0,4(k

34 45 56 67 78 89 100

k © Ursula Pirkl, Juli 2014
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B20o; 0,2(K) und Bago; 0,4(K)

[

s,
x
v

Q 2 K
I
|
m
X
In

kritische Zahl k = 51

0,08
0,07
0,06
0,05
0,04
0,03
0,02
0,01
0 4

1 22 43 64 85 106 127 148 169 190

b) Formulieren Sie ein Ergebnis, in enden Sat Nn7en: \
Wenn der gravierendey [ j -Fehler e{ verkleinern, indem
man den Umfang n o

iden Ve@, warum der B-Fehler bei

c) Erlautern
wachseng

Informationen zum U er Praxis des Testens

ehalten werden. Hier werden in
1% angestrebt.

sten eines Tests, die beispiels
ohen Personalaufwand bestimmt werden
niedrig gehalten werden. Daher wird man den
wahlen, dass bei einem mdglichst kleinen o-Fehler
annimmt. Die GroRBe der Stichprobe wird daher vom e

ige Testverfahren oder
Praxis im Allgemeinen

hler bestimmt.

nn auch durch
technische

ispielsweise bei Tests in
anden nach oben begrenzt s
hréankt werden.

r Fehler 2. Art'3s unwichtig zu bewerten, wird man n klein
der Fehler 2. Art ebenfalls gravierend, wird pan versuchen, n

Hypothesentest
Kapitel 11 Einseitiger Signifikanztest — Fehler beim Testen -125-
Aufgabe 11.9
Erganzende Betrachtungen zur Abhangigkeit des f-Fehlers v eit p; der

Alternativhypothese H;

=20 und als
nbeispielen unten fir Hy eine
= 3,21 jeweils gleich (vgl.

' @r 0% vergréBert.
_ g ie die fiygden jeweiligen
e keit er% e Balken

’&\‘

Be des p-Fehlers

Fir die folgenden Betrachtungen wird fir den Umfang de
Annahmebereich fir Hyder Bereich A = {0, ..., 7} geyghlt.
Wahrscheinlichkeit von po = 20% verwendet wird,
Aufgabe 11.1).

Fur die Hypothese H; wird die Wahrschei
Markieren Sie in allen Abbildungen die E
B-Fehler angegebenen Werte durgh
Zwischenabsténde.)

Verteilungen fiir n =

Ho: po=20% B=P(x<__)

H1: p1 :2OOAJ BZFZO, (_)
B=_  =967%
p=P(x<__)

B:on; (—)
y ol
B=___ =77,23%
Ho: Po=20% = Bgo; oyg(k)él BZP(XS__)
H1: P = 40% = Bgo; __(k) I I BZFZO ( )
=_ _ =4159%
p=P(x<__)
:on; (—)
_ _ =13,16%

Ho: p = 20%
Hy: p=60%

R(x<__)

()

_ =21%

)
(—)

=0,13%
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Ergénzen Sie anhand der Untersuchung die folgenden Sétze.

Je die Werte fir die Wahrscheinlichkeiten po und p, der

Alternativhypothese H; voneinander abweichen, desto weniger tberlapp iden Verteilungen.

Po urtd py @ch bei

> T MEY:

¥ o
&2 8

\ rifi ionscharakteristik
d 11.9 si rkann n,®angt die GréBe des 3-Fehlers von der

d p, der Alternativhypothese sowie vom
man in einem Diagramm, in dem man auf der
eiten p; und auf den vertikalen Achse den Wert fir

Das bedeutet, dass bei vorgegebenem konstantem o-Fehler d

Als Folge fur die Stichprobengréi3e ergibt sich demnach:

e Beieiner Differenz der W,

kleinem Stichprobenumfang einen kleinen

e Bei einer kleinen Differenz der inlic

o-Fehler den B-Fehler nur klein

Stichprobenumfang wg

Aufgabe 11.1(

Erweiternd

a) OC-Funktion fiir einen rechtss&en Test

In der folgenden Tabelle sind die Ergebnisse von Aufgabe 11.9, ergénzt durch einige weitere Werte
far p1, angegeben. T s Punkte im dazugehdrigen Diagramm ein und
verbinden Si

robenumfang
=20
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Die folgende Tabelle enthalt fur einen Stichprobenumfang von n = 100
rechtsseitigen Tests. Fertigen Sie ebenfalls den Graphen der OC,

%e *Q Abb. 11.10.2
e Gemeins@&w und U \é;de die Graphen in Abb. 11.9.1 und 11.9.2
Hen LUcket rvollstﬁn.

bei einem rec@ en Test @& rscheinlichkeit p; wesentlich kleiner als py ist, nimmt der
er den \/Mn. In dig, wl liegt die Verteilung von H__ vollstandig im Annahmebereich

von H_ . Wenn bei einem r itigen Test die Wahrscheinlichkeit p; und p, etwa

sind, liegt der Wert fir den B-Fehler nahe bei 1. In diesem Fall liegt der gréBte Teil

der Verteil n H . Wenn bei einem rechtsseitigen Test die
mt der 3-Fehler ab. Je gréBer der

wird der B-Fehler. Bei

nterschieden nimmt der B-Fehler sch an, da sich die beiden

erteilungen nicht mehr tGberlappen und die Verteilung den Ablehnungsbereich von

H  fallt.

et der Bereich, in dem sich n auch bei nahe

Je gréBer

1 und po Uberlappen (vgl. Aufga r nimmt der -

n von p, sehr schnell . In der Op kteristik erkennt

ran, dass die Kurve in der Umgebung von p, bei n wesentlich

hérfe des Tests

© Ursula Pirkl, Juli 2014
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b) Operationscharakteristik bei einem linksseitigen Test

Begrinden Sie, warum die OC-Funktion in Abb. 11.10.3 einen linkssegy
beschreibt, indem Sie den Text vervollstandigen:

oc(psf Die Verteilung von H; liegt

1
0,8
0,6
0,4

0,2

>
»

02 04 06 08 1 py

berek&%o. Damit

4 Werte
Abb. 11.10.3

Fehler )

N\
R

c) OpcRllen kb é *%iseiti&t
(] Sie, warum dig, nktion in \ .10.4 einen zweiseitigen Test beschreibt, indem
t vewolls@ ‘

oc(p)] Ine Hypothese bei einem zweiseitigen Test nach links und

1

Po annéhert, und nimmt

anach rechts getestet wird (vgl. Aufg. 10.3 und 10.4), tritt der

0,8
Seiten der Hypothese auf. Liegt der

0,6

er Wahrscheinlichkeit, welcher der

t der Funktionswert der

Operationschara

Abb. 11.10.4

an. Der Funktionswert vo

und die Wahrscheinlichkeit de

hrerselbstverlag
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Ubung 11.3

Zusammenfassende Ubungsaufgabe zu einseitigen Tests
Testsituation:
rate mit LED-beleuchteten

pielswgise grof3en
uer. Halten die

esamte Produkt
arantieleistungen

In der Automatisierungstechnik werden zur Visualisieging v
Displays eingesetzt. Diese Geréte sind oft extrem i

Temperaturschwankungen, ausgesetzt und haben
Displays dieser Beanspruchung nicht stan
unbrauchbar und muss ersetzt werden, w,
entstehen kénnen. Daher wird die vom H on einer Birma, die diese
Displays einsetzen méchte, gepruf , inde [
untergebracht werden kénnen [ t zyklen v
zurick, wobei ein Zyklus als - ehen wirdQgo ich bei dem Test
herausstellen, dass die Lebe &@ enim gt nicht entsprechen,

bedeutet dies eine Zei S sserun@ Hersteller eingefordert

werden mussen ung : ' ies kanr* ge haben, dass die

a) ¥ i [ @ein Tegl, 4 geprift werden soll, ob die
ati ISplays z ° einen Zeitraum von mindestens 5
( e‘ ate eine

C auf 70°C und

dauer von 5 Jahren angesetzt werden soll.

Wmindestens 95% seiner Ware unter extremen

sdauer von funf Jahren hat. Da die Geschéftsleitung aus
Erfahrungen mit arfderen H n von vergleichbaren Displays weif3, dass nur 80 % der Displays
die geforderte Lebensdaue 5 Jahren haben, wird folgender Test vorgeschlagen: Die
Geschéftsleitung legt fest, dass der Test mit der Nullhypothese: ,80% der Displays haben eine
Lebensdauer von 5 Jahren® bzw. der Alternativhypothese: ,,95% der Displays haben eine
Lebensdauer ioifikanzniveau von 1% durchgefuhrt werden soll.

Formu pdliesem Test auftreten kénnen und welche

ie zugehdorige Entscheidungsregel und den
, ..., 50}, B = 24%). Verwenden Sie
ite.)

prsteller Di s gibt
peratursch gen ein

, dass das Signifikanzniveau
Test der B-Fehler nur

den Sie anhand der Konsequenzen fur di
n 1% nur bedingt angemessen ist, und erlautern Si
verkleinert werden kann, wenn ein gréBerer a-Fehler vor

en Sie beide Fehler, wenn folgende Entsc
ss die Angaben des Herstellers zur Leb
ys bei dem Test ausfallen.

fur Rechnung Ubernéchste Seite;

geht davon
chstens 45

85%, B =

4 Lehrerselbstverlag © Ursula Pirkl, Juli 2014
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Formulieren
der Hypo-
thesen und
Zuordnung
der Zahlen-
werte

hypothese H

n=___ P_ [

\ 4

Markieren
Ableh-
nungsbe-
reiche und
Fehler

-
Ablehnungsbereich fur H_

ad S
(°) <

_ o

Formulierg
Obwonhl

ﬁlieren dQ: erilers:

bwohl ,

&ufgrund der Stichprobe irrtimlich
genommen,

Konsequenz der Fehlentscheidung:

Fehler ist gravierend / weniger gravierend.

erechnung zum Fehler

uli 2014

Fehler

Hypothesentest
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Raum zu Berechnungen zur Ubung 11.3 d)

4 Lehrerselbstverlag k © Ursula Pirkl, Juli 2014
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Ubung 11.4
Nicht immer ist bei Signifikanztests die Wahrscheinlichkeit der Alternativ

diesem Fall wird aufgrundlage des gegebenen Signifikanzniveaus oft nu ) fur die
‘ ng soll nun

allungszentrums die
stadt
Stadtrand
handel auf-

beispielhaft flr diese Testvariante bearbeitet werden.

Aus mehrjahrigen Beobachtungen weil3 man, dass 70%
Stadt A flr einen Einkaufsbummel wahlen und dazu mit
anfahren. Um die Feinstaubbelastung zu senken,
eingerichtet und die Parkgebihren in der Innen
grund der MaBnahme eine Abwanderung von
rickgang beflrchtet, soll zunachst auf einem S
unter 100 Passanten durchgefuhrt we,

a) Begrinden Sie, warum es sinnv
die Hypothese H, eine W

p@sen un Qen Sie, warum es sinnvoll ist, die Hillenkurve fiir die
wohl der Wert von p4 nicht gegeben wird. Ergdnzen Sie

y
o?& zu skiz
die EntsCheidungsgrenz®und feh erte in der Tabelle sowie in der Abbildung und markieren
Sie den Bereich fur den a-Fehle

ernativhypothese lhypothese H,
md
anung

er Zahlen-
werte

"
Il

Markiere

bhrerselbstverlag
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c) Ermitteln Sie den Annahmebereich flr die Nullhypothese und formuliere ine g ete Antwort.

d) Diskutieren Si

B-Fehler:

© Ursula Pirkl, Juli 2014
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Kapitel 12: Erweiternde Betrachtungen zur Ermittlung eines Ver sint s

Aufgabe 12.1

Wahltag auf
ervall ermittelt, in dem
eine Partei liegt. Dieses

Bei Wahlprognosen stitzt sich die Vorhersage fir das Abs
reprasentative Umfragen. Hierbei wird aufgrundlage dies
mit einer vorgegebenen Sicherheit der zu erwartend
Intervall wird als Vertrauensintervall oder Konfid

Zahlenbeispiel:

Bei einer reprasentativen Umfrage unter Pers 250 a }sle die Pggei A wahlen
wollen. Es soll auf einem Signifik ive %, uber dj ung de ebung, ein
Vertrauensintervall fir den zu den.

Fur die Berechnung des Vert orges‘ell%
. a i i bung

cheinlichkeit p, mit der die Partei
ng. Man geht fur die zugehdrige
Realitat widerspiegelt, und
araus ergibt sich die folgende Abbildung:

\g

Zur Erinnerung:

Wenn die 26-Umgebung
verwendet wird, teilt sich
der Fehler zu je 2,5% auf

z . den linken und rechten
o : e Rand auf.
o .

Kapitel 12 J;}“’ TH\“H‘___

Vertrauensinte Vo s — ... ..o e e 135 U420

Abb.12.1

ahlen zu wollen, erhalt man aus diesen
il bzw. die Wahrscheinlichkeit p, mit der
um diesen Wert herum schwanken.

hem Bereich der Wert von p
n Sie die einzelnen

wird, p =-2% = 25%,.

1000 —
Abweichungen abzuschéatzen, d.h. ange
gen kann, werden die folgenden Betrachtungen du
Rechenschritte und Umformungen.

bstorganisiert erlernen (Beste

ehalten: hts reserved.
, auch auszugsweise, vorbehaltlich der Rechte,
aus §8 53, 54 UrhG ergeben, nicht gestatte

SelbstVerlag
es & Freunde GmbH, Koblenz (Ger,
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4 Lehrerselbstverlag k © Ursula Pirkl, Juli 2014




Hypothesentest

-136- Vertrauensintervall Kapitel 12

(3) 222,6 <X<277,4

(4) 2226 _X_277,4
n n n

(5) 222,6 < X < 277,4

1000 n 1000

(4

{0 @\‘
Ergebnis: e Q
' ‘ nanteil d I zum Zeitpunkt der Umfrage

<

6) 22,26% < p <27,74%

entstehenden Gleichung erschei den ersten Blick im Vergleich zum oben beschriebenen Weg

aufwendig. Bei Verwendung einer tsprechenden Rechnertechnologie (z.B CAS-System) kann man
mithilfe der hergeleiteten Formel das Konfidenzintervall fir p lediglich durch Eingabe der beiden
Werte von nund X c und einfach berechnen lassen.

v ervallsgig
Die Herleitung einer For®el zur B% g des Konfidenzintervalls und die Lésung der

rt fir die Anzahl der Stimmen
schatzung Uberein.
Erlautern Sie die

mt mit den Uberlegung
wird hier eine Gleichung fir die Berech
enschritte und Umformungen.

(1) pn—20<X<u+20

Hypothesentest

Kapitel 12 Vertrauensintervall -137-

4 —(X-pu)<206 und X-u<2c

(5) |X—u|$20

(6) |X=np| <2np(1-p)
eiden R von ‘s!
d, k
achung nung e
Gleichheitsz erwend

QM s

b) Berechnung von p fiir die gegebenen Umfragewerte

Ie|chung nach p bzw. mithilfe Ihres Taschenrechners,

© Ursula Pirkl, Juli 2014
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Kapitel 13 Grundlegende Betrachtungen zur Normalverteilung -139-

Kapitel 13: Grundlegende Betrachtungen zur Normalverteilung
Aufgabe 13.1 Grundlegende Idee

Die Entwicklung der Normalverteilung wird notwendig, da t fur alle n und alle

p tabelliert vorliegt und fir gro3e n nur aufwendig zu bere

Fir den Ubergang von der Binomialverteilung zur ' nde Ids; grundlegend:

P(X=xiT . @
A Flach en Balkens
ntspr r
wn ichkeit ’w
des Ngrk .
] Ax
Die Flache A des ann ﬁ odukt —‘X = k) - Ax berechnet werden.
Begrinden Sie, lache ken de ergibt.

er X) annéhert. Wendet man dieses Verfahren fir die Berechnung
der Flachen aller k Balken einé mialverteilung an, so geht die Aufgabe fir ein ausreichend gro3es n
dazu Uber, in einem Intervall [a:#] die Flache einer zur Binomialverteilung passenden Hullenkurve f(x) zu
ermitteln. Da diese Flache aus der Summe aller Balken hervorgeht, hat sie den Wert 1.

sich

Flache unter der Kurve

r eine beliebige Binomialverteilun die Grenzen a und
ng ab. Erlautern Sie diesbezlglich, kung n und p auf
e des héchsten Balkens einer Binomia

k © Ursula Pirkl, Juli 2014
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und n beeinflusst die Hohe bzw. Breite der Verteilung und damit den Abst
Problem haben auch die Mathematiker De Moivre (1667—-1754), Laplac
Gauss (1777-1855) erkannt. Uberlegungen dieser drei Mathematiker w.
Funktion f(x) zu entwickeln, die unabhangig von den Werten p ungan i

4
Binomialverteilung die Tabelle fir Normalvertei

. e Kenntaisse
bezuglich der Transformation von Koordinaten ' mit Auf 2
zunachst ein Einschub, der die notwe, i r olt

Q

Aufgabe 13.2 Transformatig ystemen erschl Funktionen

Am Beispiel einer Paragjgrd ¢ elch ex
Achtung: Im tr i ¢ € @ orlzw i se m|t r bezeichnet.
[ %oordmat m waagrecht: r-Achse

ktlon verschoben wird.

mation ej

die Funktionswerte von h(r) und f(x) identisch sind, wenn ma t von
ung von f(x) um 2 in Richtung positiver x-Acg berlcksichtigt. [}

lle ro = Xo — 2 den gleichen Funktionswer unktion f(x) an d

f(x — 2)

bhrerselbstverlag
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Aufgabe 13.3 Normierung der Binomialverteilung
a) Verschieben der Binomialverteilung in den Ursprung eine

aBeispiel, so
chse liegt. In der

Das Balkendiagramm wird durch eine Verschiebung, ent
verschoben, dass der héchste Balken, also der Erwart
Abbildung werden nur der héchste Balken und die Hulle

P(X=k) Y)

a

Verschiebung um
|eb|g a kim I agramm und an der entsprechenden Stelle
n Balke d begriinden Sie, warum sich auf den
d

inate 6 minken Diagramm, die y-Koordinate Y = k — . im

Begriinden Sie, wa heinlichkeiten P(X) und P(Y) gilt: P(X =k) = P(Y =k — )

b) Normierung der Breite

Iverteilung far jedes n ein und andere Hohe.

nden Binomialverteilungen den Er
hrscheinlichkeit fir das Eintreten des ertes, also

aund k =b ab,
—pdundb—y

e aus der F-Tabelle jeweils die ersten Werte
< 1. Ermitteln Sie die um p verschobene
rgesehenen Stellen ein.

n:p(2) > 0 und
ie alle Werte an

© Ursula Pirkl, Juli 2014
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Berechnen Sie auch die Breite d der Verteilung Uber die Bildung der Differenz
Sie die Werte an den vorgesehenen Stellen ein. Ergédnzen Sie den nac ende

Bsp.1 n=100
p=0,3
w=__
P(X=u) =

O =

a=

b=
Breite d =

Bsp.2 n=100

$ a-p= b—p=
e @ &
Anhand Ter beiden V&und b sm& die Breite erkennt man, dass hier beispielsweise die

Randwerte a — u unterschiedlich sgund die Byo.05 (k)-Verteilung als die

B1oo:0,3 (K)- Verteilung ist

be 13.1 schon erwahnt, bei der
Grenzen. Um dieses Problem zu
e Breite der Hillenkurve fir alle
annehmen.

Ist und somita —

eiche an. Bei einer
heinlichkeit, dass ein
reich 95,4% und
dann decken bei
rteilung ab.

endet man die Ihnen bereits bekannten Zusam
ialverteilung mit 6 > 3 (Laplacebedingung vgl. Aufgabe S8
ert fur k in einen der Sigma- Berelche fallt, fur den 1c-Bereich 6
fur den 3c-Bereich 99,7 man diese Wahrscheinlichkel
diesen Binomialv en jeweils die gleiche Br
reite zu normieren.

n den Quotient h aus d und ¢ und ic die

und fiir B1oo, ogk) gilt hos = =
o

Normalverteilung
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Das Ergebnis zeigt, dass sich bei einer Division durch ¢ fir beide Hullen etwa leiche
Wert ergibt, also nach Anwendung des Stauchungsfaktors L bej [ enkurven
o

die gleiche Breite annehmen.
Man bezeichnet die waagerechte Achse der mit dem Fa

und die senkrechte Achse mit P(Z). Ergénzen Sie kalj
den entsprechenden Zahlenwerten.

r Ausgangsverteilung im

@xm m

nks um p verschoben und nun mit y bezeichnet. Fir
cy=_

Z)-Diagnyerden di glich im P(X)-Diagramm festgelegten Werte von k mit
z bezeichnet. Die®Werte va; i§a bezlglich der urspringlichen Lage von k um u nach links

Berechnung vo

werden aufgrund der Division durch ¢ gestaucht. Die Position der
r aus dem urspriinglich vorgegeben Wert k wie folgt berechnet

verschoben, und die Abs
der Werte von z kbnnen da

werden: z = k-p

erteilung mit dem Fa

i die Hohe der Verteilung
fur die Summe der Flache
en fir die Flache,

abe 13.1) hat.

nglichen P(X)-Verteilung genau um diesen Fa
zw. der Balken gleich geblieben ist. Erldutern Sie, welc
aller Balken bzw. die Flache unter der Hullenkurve hinsichtli

A, (b) = [1(x)dx =

n

namlich: A =
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c) Normierung der Héhe der Verteilung
Durch das Stauchen der Verteilung ist die urspriingliche Balkenbreit WO eicher
Hohe der Balken wird die Gesamtflache aller Balken daher kleiner. U an g
)

auszugleichen, muss die Hohe der Balken um den gleichen F Begrinden Sie
-GC.

Die H6he ¢ urch die H%sabchsten er Binomialverteilung
\ ' ochsten % in den beiden Beispielverteilungen
\ h

de n Wertf{@ rscheinlichkeit P(X = n) berechnet

Berechnen Sie nun fir beide Ver@gen das Produkt aus P(X = u) und c. Vergleichen Sie die
beiden Werte und interpretieren Sie das Ergebnis hinsichtlich der Normierung der Binomialverteilung.

Far B100;0’3 (k) g||t

Fur gréBere Werte von n zeigt sich, dass die Héhe
die Héhe

entspricht die Summe aller Balk

Normalverteilung
Kapitel 13 Grundlegende Betrachtungen zur Normalverteilung

-145-

d) Die Glockenkurve von GauB und ihre Naherungsformel als Funktio
Hillenkurve

GauB hat fur die Hullenkurve, die der Form einer Glocke &hnelt edingungen

Da ¢(z) aus einer Verdichtung (Stauch [ teilung en@%ird ¢(2) auch als

Dichtefunktion bezeichnet. ‘
@ dieser Ewialfunktion
NS

Begrinden Sie, warum fir di
bzw. Glockenkurve der fol

o

ie Berechnung von Wahrscheinlichkeiten

ild ird hirfg er Berechnung der Wahrscheinlichkeit P(X <k)
en chend zu A e 13.1 ei@ diagramm mit der normierten Hullenkurve der

Normalverteilung verglichen. 9

Balkendiagra Normalverteilung

< k) entspricht nun der

Berechnet man die Wahrscheinlichkeit P(X < k) | Die Wahr.
. Flache zwisc nter der Funktion ¢(z)

mit Hilfe der F-Tabel i

) an. Damit
, muss die
in.
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Kapitel 13

Normalverteilung

Da die Funktion ¢(z) :ﬁe‘o"r’z2 keine Stammfunktion besitzt, kann man ¢(z) ni
Werte fUr @(z) liegen daher in der Tabelle zur GauBschen Summenfugdi

Damit gilt flir die Berechnung von Wahr
P(X < k) = Fn,p(k) =

Fur sehr groBe Werte von n (Richtwert n > 1000 [ : ' xtrem
schmal und die Glockenkurve deckt die Flache esem Fall ist die
Variable z durch die Standardisierung der Bino [ chn ng@lgt Uber

den bereits hergeleiteten Zusammenh \
%

Far Binomialverteilungeg
der Binomialverteilung e iese Ungenayi

&é\f’*ﬂ

»S 140) bzw. P(X > 140) ergibt sich:

9 Genauer Wert mit dem
P(X < 140) = Fsgo.0,3(140) Taschenrechner oder
der F-Tabelle ermittelt.

Steht keine passende F-Tabelle
oder kein Taschenrechner zur
Verflgung, wird die WK
pberungsweise Uber die
a|verteilung bestimmt.

P(X > 140)

nen der Variablen z flr k = 140 mit der Formel fir z:

140-500-0,3+0,5 _

sz—p+0,5:k—np+0,5 ~ 0,93

Ablesen aus der

(@)

gesuchte W
liefert.

1-®(-0,93)=1-0,1761=0,8239 = 82,39

Kapitel 13 Grundlegende Betrachtungen zur Normalverteilung -147-
Beispiel 2
Die Fernsehshow Mutandenstadel hat in der Zielgruppe U70 eine Y Nach dem

Ist und als Folge
en fur den Sender

bedeutet. Daher fihrt man eine Befragung unter 500 Per ch. Man will von einer
gesunkenen Beliebtheit ausgehen, wenn weniger als 335
ihnen die Sendung noch geféallt. Mit welcher Irrtum

Lésung:

Begriinden Sie, warum es sich um einen

Erlautern Sie die

334-3 +0,Q1 @
*_— 51

10,2 -
(5) oa=a(-151) 9

(6)

umsrisiko von 6,6%.
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Kapitel 14: Anwendung der Normalverteilung

Aufgabe 14.1

Bestimmen der HilfsgréBe z bei gesuchtem kritischen

a) Bestimmen eines linksseitigen kritischen Wer A benem o-Fehler

Darstellung anhand der ng anhand der
Binomialverteilung ormalve@ung
D
Z

nwendung der Normalverteilung ........cccccvvvvvvveeee.. ... U . .................... 149

ligen Wert, der P(X<g,) also erfallt,

bstorganisiert erlernen (Beste

ehalten: hts reserved.
, auch auszugsweise, vorbehaltlich der Rechte,
aus §8 53, 54 UrhG ergeben, nicht gestatte

SelbstVerlag
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b) Bestimmen eines rechtsseitigen kritischen Wertes k = g, bei vorgegeben

Gegebene
Werte:
Darstellung anhand der
Binomialverteilung n = 300

P(X=k)

Rechnung

9, —-1-u+0,5 —1-u+0,5

z = —1,96

. Runden auf den n&chsten ganzzahligen Wert, der P(X>g,) a erfullt,
liefert g, = 64.

Normalverteilung

Kapitel 14 Anwendung der Normalverteilung -151-

c) Allgemeine Betrachtungen zum Umgang mit der Normalverteilung der

kritischen Werte g, und g, bei einer B, ,(k)-Verteilung

Gegebene
Werte:
Darstellung anhand der
Binomialverteilung

ng anhand der
Normalverteilung

P(X=k)

1. Berechnun hei

erec von z, u

?‘ Ausdriicken der o

, _9-1-np+05 rm P(X k) ergibt , G -np+05
T sich ein negativer ro
Jnp(1- np(1—
p(1=p) Ausgleichssummand. p(1=p)
. _9-"p-0,5 . _9-np+05
|

[

oMz, und z, die Werte von @
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Aufgabe 14.2

Bestimmen des Stichprobenumfangs bei bekanntem p

Von einem hochwirksamen Schlafmittel ist durch Testreihen bekannt da ersonen

keine Nebenwirkungen erzeugt. Fir die Zulassung des Arznei probe Uberpruift
werden, ob diese Angabe zutrifft. Welchen Umfang muss die S '
Sicherheit von mindestens 98% mehr als 71 nebenwirku i

Aufgabenstellung anhand einer Skizze:

a) Die Normalverteilun
Wahrschelnll el pr Stichprobe den Wert von ¢

prlegung, dass der minimale

Aus Laplace-
Bedingung

rteilung = (minimale Stichprobe)

ilt:

b) Verdeutlichen Sie sich die Herle Eer Ungleichung (1). Formen Sie die Ungleichung (1) so um,
dass sich die Ungleichung (2 erg , mit der sich dann n berechnen lasst. Lésen Sie die Ungleichung
(2) nach n auf und bestéatigen Sie damlt die auf der folgenden Seite angegebenen Ldsungen.

p <0,02

’6

®(z) <0,02
z <-2,06 Einsetzen der Werte in Hilfs

71-n% +0,5
— 8 7T <

(1) T

Normalverteilung
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(2) 429-5n+4,606/n<0 Hinweis : Substitutionv/n

Loésen Sie die Ungleichung (2) unter Verwendung des Hinwel estatigen Sie

damit die angegebene Ldsung. E

‘O" \!
\OQO

\‘19

0

&ahl n
erso

n&
rkung: V

Um n zu erhalten, missen ?Verte von m quadriert werden. Da Quadrieren keine Aquivalenz-
umformung ist, sollte fur Gleichungen, bei denen die Lésungen durch Quadrieren der
Losungsvarlablen gefunden wurden, eine Probe durch Einsetzen der Ergebnisse in die
enommen werden.

Ost. Damit ist ab einem
n mit 98% Sicherheit
obenumfang ist auch die

r Probe erkennt man, dass nur ny = 95 di
Indeststichprobenumfang von n = 95 Personen, ge
mindestens 72 Personen ohne Nebenwirkungen erhalt.
Laplace-Bedingung erfullt.

Ubungen:
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Aufgabe 14.3

Stichprobenumfang bei einem rechtsseitigen Test ermitteln, wenn a
fest vorgegeben sind

Eine Partei vermutet vor der Wahl, dass ihre Quote von 23% auf
Wahlkampfkosten zu vermeiden, soll diese Vermutung mit eine
berechnet werden, wie viele Personen befragt werden musgen,
Fehler 2. Art gleichzeitig unter 5% liegen sollen.

Verdeutlichen Sie sich den Ansatz und I6sen Sie

@en, also 0
ngr) <P

*( <g —1)<0,05

00 Fn;o,s(gr -1) <0,05

®(z) <0,05

z <-1,65

g -1-0,3n+0,5

Jn-0,3-0,7
g.—0,3n-0,5 <-0,7561/n

<-165

ngegebene Ungleichung erhalt. Begriinden Sie,

Il g - 03n-0,

I  g9,-023n-05 =>0,69
I —g,+ 0,3n+0,5

Jn >20,72
n>429,4 = n=43

ausgehen




Umschlag
Ruckseite
(iInnen)

(unbedruckt)

Hier konnen Sie noch Vorlagen einfiigen
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