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Vorwort

Die Konzeption des vorliegenden Arbeitsbuches
beruht auf meinen langjahrigen Unterrichtserfah-
rungen in der Oberstufe von beruflichen Gymna-
sien in Stdhessen. Im Mittelpunkt der Zielsetzung
steht hier, den Schiilerinnen und Schiilern einen
Ubersichtlichen Weg durch die Vielfalt der Metho-
den und Lésungswege in der linearen Algebra auf-
zuzeigen. Demzufolge haben die einzelnen Kagi
eine zusammenhangende, aufeinander au
de Struktur, wobei fir die jeweilige Pro
lung meist nur ein Lésungsweg zum Ansat

oder anderen Quellen, erhaltg
und Schiiler einen umfassende
im Inhaltsverzeichnis
Wesentlichen den
Landesabiturs im
sprechen.

lei-
r. In der

ng stellt

h
g

ams in den Le se

raktizie ir ewor-

den iS®auch unterei Erkennt-
nisse sowie Einsichten zur The us. Wahrend

leistungsstarkere Teams die gabenstellungen
und zuséatzliche Ubungen in der Regel ohne weitere
Hilfe bewaltigen ietet
diese U

Aufgabenstellungen erfordern zudem,
dargestellte Sachverhalte oder Zusammen-
nge zu beschreiben sowie Ansatze zu begriinden.
Dadurch werden neben rein themenspezifischen
auch sprachliche K btlich der Ver-
. Lehrer-
nur noch

iederholung
sprechung von
en Erkenntnissen
le und den daraus resultierenden For-
elbstorganisierte Lernformen einzuset-
fanglich Rechnung getragen.

Oberstudienrdtin Ursu

3 Lehrerselbstverlag

ie Scf&‘

Kommentare v iile

®Pwenn man mal
itsbuch nachvollzie-
nterricht gemacht wurde.
Chance, anschliefSend ohne

j kénnen.”
Bldtter zu haben.

Unterla &d primdr fur den Unterricht im

elt worden, konnen aber auch an allen
n, in denen die allgemeine Hochschul-

é\ Grund—ggungskurs in der gymnasialen Ober-

st
R
a@arworben werden kann, eingesetzt werden.

benfalls ist das Konzept fir Fachoberschulabsol-
venten geeignet, die an Hochschulen bzw. Fach-
hochschulen einen Studiengang wahlen, der Ma-
thematik beinhaltet. Angehende Studentinnen und
Studenten, die keine oder nur sehr geringe Kennt-
nisse im Bereich der Linearen Algebra haben, kon-
nen sich selbstiandig oder im Rahmen von Vorbe-
reitungskursen in die fiir das Studium notwendige
Thematik einarbeiten.

uch im Bereich der Nachhilfe im Fach Mathematik
Einsatz der Lern- und Arbeitsmaterialien vor-
ignet, da die Unterlagen die Bediirfnisse
,Zugangsproblem in Mathematik”

aktische

usgerichtet, dass die
gehend eigenstandig
ber auch zu Hause
sowie bei Fehlzei-
ausaufgaben kann
esteuert werden,
iebenen Themen
nden Halbjahres

Die Unterlage
Schiilerinnen un
und individuell in
die einzelnen Them
ten nacharbeiten ko

lle vom Lehrpl
fe des zur Verf
itet werden ko
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-6- Vorwort Kapitel 1 Vorbetrachtungen -7-
Da alle Kapitel aufeinander aufbauen, ist eine li- ohne Suchaktionen schnell n werden Vorbetrachtungen

ckenlose Bearbeitung der einzelnen Aufgaben not- kénnen. Die Losungen zu Ubun-

wendig. Auf eine vollstandig umfassende Theorie gen des Arbeitsbuc Der Bezug zur Realitat ist im Fach Mathematik haufig die Voraussetzyng fir epta eues zu

der linearen Gleichungssysteme wird Zugunsten automatisch als i i die Un- lernen. Daher sollen an dieser Ste”e, bevor der E|nSt|eg indas Th re m sehr

einer exemplarischen und anschaulichen Darstel- abstrakt und anwendungsfremd erscheinenden Gebiet der linearen Sy olgt, zun&chst

lung der Thematik verzichtet. Die hier angefiihrten einige Beispiele fur praktische Anwendungen erldutert werdeg.

Beispiele orientieren sich Gberwiegend an Bedirf-
nissen, die sich aus den Aufgabenstellungen der fol-
genden Kapitel ergeben.

Vektoren in der Physik

tzliche Ubungs- Der der aus dem Physikunterricht bekannte Begriff

. . kdnnen. Vektors spielt eine zentrale Rolle in der linear,
Die Gestaltung der Unterlagen ermoglicht es, da

Sie sicherlich wissen, besitzen alle GroRBe
Erlauterungen, Erkenntnisse und Ergebnisse v wiinsche zu diesem Richtung haben, einen vektoriellen Chara
standig in das Arbeitsbuch hineingeschrieben rne en g%nommen beispielsweise bei Kraften, die in untersc
den, sodass keine unibersichtlichen | 3 per Mail r Adresse Richtungen wirken, dass man dicgsllllie
sammlungen entstehen und alle verlag.v ndet werden. addieren darf.

N
0‘

stellung terkarten mit der Berechnung von

htung und der Bewegung der Tief- und

indstarke
ochiru‘ e basiert auf der Anwendung Vektorrechnung.

Computerspiele programmieren

Bei der Progs

Flugsicherung

und Abstanden
falls zusatzlich
ichtung, wird

. der

Die Berechnung vo
lugbewegunge
der Einbeziehu
ife der linearen

hrerselbstverlag
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-8- Lineare Gleichungssysteme mit zwei Variablen Kapitel 1 Kapitel 1 Lineare Gleichungssysteme mit zwei Variablen -9-
Raum fur Notizen Kapitel 1: Lineare Gleichungssysteme 2. Ordnung
Allgemeines
Der Umgang mit linearen Gleichungssystemen (LGS) gehért zu de en eitstechniken der

n Sie lineare
Gleichungssysteme bereits aus Schnittpunktberechnunge r adch aus
Rekonstruktionsaufgaben von ganzrationalen Funkti . | werden lineare

Gleichungssysteme zunachst anhand von Schnitt i r Ebene behandelt,
um die Bedeutung von Ldsungen méglichst anscha auf des Kurses
h andere, auf den
n habe ;

werden Sie feststellen, dass die Losungen

jeweiligen Kontext der Aufgabenstellung
el Gerade% ’Ebene

Verdeutlichen Sie g bweﬁ:I Umgang mit linearen
Gleichungssyste i v 0 Fallbeispiele nachvollziehen
und anschlie3end

Aufgabe 1.1

Bekanntes aus neuem Blic

unktproblem in der Schreibweise der
linearen Algebra

bra kénnen Gleichungen far
wie folgt vorliegen, wobei je
dy als x, bezeichnet
cbildeten Geraden gilt

ildeten Geraden werden der Analy
nktionsschreibweise bzw. mit y links von
Gleichheitszeichen dargestellt.

nach
werden
dann:

Gerade g: y=—4x+2

Gerade gy:  4x der 4x +y =2

24.11.2013 Ursula Pirkl




Lineare Gleichungssysteme

-10- Lineare Gleichungssysteme mit zwei Variablen Kapitel 1

In der Analysis werden Schnittpunkte in der In der linearen Algebra |6st
Regel durch Gleichsetzen berechnet: systeme meist mit Hilfe des
oder Einsetzungsverfahrens.
g1=02 '
—-4x+2= gx +1
3 2
14 3
—X=—
3 2
X = 9 _ 0,32
28
Einsetzen von x in eine der beiden Gleichun - en der

liefert y= 2:0,71

Additioggv

uc
k leichungen
uPahiert.

b) Beispiel 2: Zwei G

Schreibweise in der Analysis ‘ Schreibweise in der linearen Algebra

ie beiden abgebildeten Geraden kénnen auch
t dargestellt werden.

Die Abbild

rfahrens erhalt man
ungsverfahren einen

Mit
chnittpunkt durch Gleichsetzen berechnen: hier ana

Dy 4D = D% 4 Widerspruc

|-2x+ y=2 |-

I 6x-3y=1

| -6x+3y=6

Il 6x-3y=1 [+l
0=7

Wenn das Additionsverf

Widerspruch fahrt kann

Lineare Gleichungssysteme

Kapitel 1 Lineare Gleichungssysteme mit zwei Variablen -11-

c) Beispiel 3: Zwei Geraden sind identisch

y%5
2

>

Schreibweise in 132 in der Algebra

A@en konnen sich die

Bei zwei identischen G
' en Algebra durch ein

Analysis auch idegtisch

fe des Additionsverfahrens erhélt man,
inks nebenan, den allgemeingultigen
usdruck 0 = 0 und die gleiche Interpretation
fur das Ergebnis.

endlich vigle
er Punkw
GS ist.

eichungssystemen mit 2 Gleichungen und

Lésung fir jede der bel

Lésung geben, da bei der Rechnung ein ht, und

L6sungen geben.

24.11.2013 Ursula Pirkl
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-12- Lineare Gleichungssysteme mit zwei Variablen Kapitel 1
Aufgabe 1.2
Allgemeine Betrachtungen zu linearen Gleichungssystemen mit zwei Variab me s zwei

Gleichungen

zwei Variablen aber mehr als zwei Gleichungen. Man bezeichn eme auch als
uberbestimmte lineare Gleichungssysteme. Veranschaulichen Pler folgenden Beispiele,
wie die Lésung schrittweise berechnet wird und was dabeg s. Ubertragen Sie lhre
Uberlegungen jeweils auf die Aufgabenstellungen in folg :

Beispiel 1: Uberbestimmtes LGS mit eindeu

@:hritt 1:

Die gegebenen
Gleichungegmit
den ron
Ziffer

kg

Schritt 3:

Rechts neben den
Gleichungen angeben,
welche Gleichungen
addiert oder subtrahiert
werden.

Sch
Additionsverfahren mit
den zwei ausge-
wahlten Gleichungen.

x und y in | einsetz€

det wurde,
*rechnet werden.
Man kénnte auch
Gleichung Il nehmen.

Lésung: (—1/-2)

Geometrische Deutung
Losung:

en schneiden
t S(—1/-2).

etzt werden.
ling erflllt, gibt
ng fir das LGS.

bhrerselbstverlag

Lineare Gleichungssysteme
Kapitel 1 Lineare Gleichungssysteme mit zwei Variablen
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Beispiel 2: Uberbestimmte lineare Gleichungssysteme ohne Lésung

Oftmals héngen die notwendigen Schritte bei der L6sung von Gleichungssy d
Gleichungen fir das Additionsverfahren verwendet werden und we leich
weglasst. Dies soll durch die L6sungswege 1 und 2 fur die folgen i
verdeutlicht werden. Die einzelnen Lésungsschritte erfolgen analo .

Lésungsweg 1:

| —2x+4y=6 | zunachst weg| g
I Xx—-2y=3
M 3x+2y=1 |1+ \0
IV Ax=4 ‘
x=1 0

O

\¢

_ ‘\0

X in Il einsetzen:

xundyinlei

Bei einem Uberbestimmten LGS\
mussen die mit zwei Gleichungen
ermittelten Lodsungen immer in der
nicht verwendeten Gleichung
getestet werden.(Vgl. Schritt 5 bei
Beispiel 1) Bei einem Widerspruch
ist das gesamte LGS nicht Iésby

| —2x+4y=6
Il X—-2y=3

[+ 21
- 3x+ -

ch Wahl der
Gleichungen kann
der Widerspruch
auch sofort auftreten.

keinen gemein-
chnittpunkt, da
den parallel

3 Lehrerselbstverlag
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Lineare Gleichungssysteme
Kapitel 1

Beispiel 3: Uberbestimmte LGS mit unendlich vielen Lésungen

| —2x+4y=-6
I Xx-2y= 3
I 3x-6y= 9
v 0=0

Da alle drei Gleichungen identisch sind, steht
Bestimmung von x und y zu haben. Wie Sie
Bestimmung von zwei Variablen auch zwei
man vorgehen kann, um dieses Pro

Ermittlung einer allgemeingltige’
y frei wéhlen:

y in Il einsetzen

Parameter r abhéngt. Parametrisj
Lésungen hangen von der Wahl
Paramters ab und kénnen damit
unterschiedlich sein.
Wahlt man, wie i
X=r, erg

Geometrische Bedeut

gleichen
aus de

3l — Il oder | + 21l oder 3| + 21l

Lésung: 0
Alternative L6sung:
M net dies&QO auch aI%
param lerte LosungNggP’sie vom x frei wahlen: X=r

ierte Losung eine Gerade beschreiben kann

it en, bend ur die
ic f{Wenden egungen ze&j , Wie
D >
X

nendlic \& sungen geben
, wahlt m Osung fur y eine
i orm eines Parameters

x in Il einsetzen: r-2y=3

y=5r-3%

metrisierten Losung:

S als Geradengleichung a
n identisch sind. Formt man je gen in die

m erhélt man fur alle drei Gleichun

sung bei alternativer L6sung mit der Wa eigt, dass
Ausdruck wie fir die Gerade ergibt. Dara tlich, dass

Lineare Gleichungssysteme

Kapitel 1 Lineare Gleichungssysteme mit zwei Variablen -15-
Beispiel 4
Im folgenden Beispiel entsteht durch Addition von Zeile | und Il ein Ausdru Begrunden

Sie anhand der Abbildung und durch Vervollstandigung des Textes, ¥ eine

| —2x+4y= 6 [+ 2l
Il X—2y=-3
 3x+2y= 1 Il zunachst weglassen
v 0=0
0
", Gerade.
2 u en uber-
: ] iden Geraden & R
3 2 o4 1 der Geradei durch mlll reprasentiert wird.
-1
. unkt »\w des LGS.

inem Uberbestimmten LGS
= 0 Zeile entsteht, muss man das
ngsverfahren mit anderen
leichungen neu beginnen.

Ubungen:

ssysteme eine eindeutige oder eine parametrisierte
Lésung und ordnen Sie die Lésungen den
Beispielen dargestellt, auf eine

Prifen Sie, ob

d 4x+2y=8
2x=4-y
3y =12-6x

X+2y=8
-X+3y=6
2x+y=4

(L6sung: (1/4)) (L6sung: keine) (L6sung: (r / 4-2r))

Abbild

y

Rechnungen auf der folgenden S

24.11.2013 Ursula Pirkl
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Kapitel 2 Lineare Gleichungssysteme mit drei Variablen -17-

Kapitel 2: Lineare Gleichungssysteme mit drei Variablen
Kapitel 2 - Lineare Gleichungssysteme mit drei Variablen Erweitert man die Betrachtungen der Ebene auf den dreidimensionalen Rau om den
Richtungen x und y eines Koordinatensystems in der Ebene die drj phtun um hinzu.
Damit entstehen bei Aufgabenstellungen der linearen Algebra Gle i Variablen
enthalten kénnen. Im Folgenden werden die fur lineare Glei ei Variablen erfolgten
riablen erweitert.

haulich zu deuten, sollen die
ichungen der Form

fasst werden.
Gleichungs-

Wie in der Ebene kénnen auc er Lésung e'NAG die M6, ?en keine Lésung,
genau eine Lésung u dsung au “Man mu Ii@0ings die Interpretation

m U
©) i O achtet;\ﬁn keinen @samen Punkt haben.

@ Ei [ [ , dasgsi etrachte en genau in einem Punkt

bei der Lésung eines LGS erhaltenen Ergebnisse
ax + by + cz=d oder ax + by = c oder ax +
Damit kann man hier, entsprechend zu G

systemen als Schnittpunktprobleme von enimR

Aufgabe 2.1

g bede
r betrachtete,

t S es une iele Lésungen gibt, die als gemeinsame
en aufgef den kénnen.
rei L6 chkeiten von linearen Gleichungssystemen im

haulichu
hen d@sziffer ® zu.

9‘$8H O

Abb. 2.1.2 Abb. 2.1.3

B

Abb. 2.1.6

Abb. 2.1.1

Abb. 2.1.5

ra selbstorganisiert erlernen

ngen, drei Variablen und gena g

an systematisch
nnte GauB-

earer Gleichungssysteme hdherer Or
stellt das Additionsverfahren nach Gau

ehalten: hts reserved.
, auch auszugsweise, vorbehaltlich der Rechte,
aus §8 53, 54 UrhG ergeben, nicht gestatte

SelbstVerlag
es & Freunde GmbH, Koblenz (Ger,
ehrerselbstverlag.de

hen Sie sich anhand des folgenden Beisg;
hrens, und I6sen Sie anschlieBend a

ier verwendete de Abwandlung
Ubungsaufgab

24.11.2013 Ursula Pirkl
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Beispiel: 2x+ y+3z=-3
X—y— z= 4
3x-2y+2z= 5

Lineare Gleichungssystem mit dem Additionsverfahren lI6sen:

|

Schritt 2: '
Gleichung | Gleid pen 1 und I
so addigen odg ah dass die
Variab -

= e
5chri
Mit den '\ ungen wie
I 2x+ y+3z=-3 bem ¥ GS mi | Vriableg |4
Il X—y—- z= 4 wgllllechne eine deg
N 3x-2y+2z= 5 N veriggi\ Variaglen

3y +5z=-11 inierd

Schritt 1:
Die Gleichungen
fortlaufend
durchnummerieren

A

chritt &
Das Eﬁn . je nach Rechen-
auf@g®n die Gleichung IV
s ® einsetzen und die
ste Variable berechnen.

Y Schritt 5:

Beide Ergebnisse in die
erste Gleichung einsetzen
und die Variable x
berechnen.

Es existiert eine eindeutige
Lésung. Die Lagebeziehung
der Ebenen entspricht damit
der Abb. 2.1.1

Ubungen: a

U2.1 Losen Sie die fol

Lineare Gleichungssysteme

Kapitel 2 Lineare Gleichungssysteme mit drei Variablen -19-

b) 5x-3y+z=19
2x+3y+z=4
X—-2z=1

Zur Kontrolle:
(8/-1/1)

&
N\

ysteme o tion:v@ I6sen

GSin e nicht

sverfahren ermq
ist das f GS

ablen vor, so kann man die Lésung oft auch ohne

preinsetzen in lll:

3 Lehrerselbstverlag 24.11.2013 Ursula Pirkl
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Kapitel 2

U2.2 Lésen Sie das folgende LGS ohne Anwendung des Additionsverfahrens

2x+3z=3
4x =6
2x+3y-2z=2

Zur Kontrolle :

(E/—l/oj
2’73

$ 2
&

S rei Gleic‘ ) drei \@nd keiner Lésung

i linearen Gleich emen mi ariablen kann es bei der Lésung eines linearen

ichen kommen. Das LGS ist dann nicht |6sbar.

tems mit drei len zu
Zeigen Si rch Ergénze r folgen hnung, dass ein Widerspruch entsteht und das LGS nicht

l6sbar ist. 9

= Widerspruch, k

Es existiert keine Lésu
Lagebeziehung der Ebe
damit der Abb. 2.1.3 oder
2.1.6 entsprechen.

Lineare Gleichungssysteme
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Aufgabe 2.4
Gleichungssysteme mit drei Variablen und unendlich vielen Lésungen

Abbildung 2.1.5 zeigt drei Ebenen, die als gemeinsame Punkte ei
dass es unendlich viele Punkte gibt, die gleichzeitig zu allen drei E
der drei Gleichungen eines linearen Gleichungssystem al
viele Werte, die dieses LGS l6sen, namlich alle Punkte, di
zur Aufgabe 1.2 Beispiel 3 erhalt man eine parameigflerte

. Das bedeutet,
Interpretiert man jede
gibt es unendlich

Bearbeiten Sie das Beispiel, indem Sie die fe en

1 1l
w—h

I X + 2y + 2z
Il 2X + z
3X + 2y+ 3z

tisch sim

der Variablen
hung bleibt, gibt

ssystemen mit zwei
n beispielsweise z frei wahlen.
n man z = 4r wahlt, entstehen

zundy in | einsetzen: 99

1 1
ogliche Losung: [—E—Zr/—Z—Ser

Beachten Sie, © etrisierte
Lésung von der W meters r bzw.
vom Vielfachen vo d sich hier
unterschiedliche L6 ben konnen.

ngleichung erzeugt.

3 Lehrerselbstverlag 24.11.2013 Ursula Pirkl
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Kapitel 2

Aufgabe 2.5
Unterbestimmte lineare Gleichungssysteme mit 3 Variablen

Wahrend bei den spateren Aufgabenstellungen Uberbestimmte lineare
Variablen praktisch keine Bedeutung haben, werden jedoch haufiger unt
Gleichungssysteme auftreten. Das sind lineare Gleichungssyst [ leichungen als
Variablen vorhanden sind. Da das Beispiel von Aufgabe 2.4. str
linearen Gleichungssystemen zahlt, ist das Lésungsverfa

Bearbeiten Sie das Beispiel, indem Sie die fehlend ch
Beispiel:

I X + 2
+

y + z
I 2x y + 2

mit

ergibt sic

ein n

Begrinden Sie, warum die geometr Deutung dieser Aufgabe der Abbildung Abb.2.1.2 entspricht,
und erlautern Sie, wie man die L&ésung anschaulich interpretieren kann.

Oberstudienratin Ursula Pirkl
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ra selbstorganisiert erlernen
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Einflhrung in die Vektorrechnung

Kapitel 3 Koordinatensysteme -23-

Kapitel 3: Koordinatensysteme

1. Koordinaten in der Ebene

Die Darstellung von Punkten in der Ebene ist
Ihnen hinlénglich bekannt. Alle Punkte liegen in
der Papierebene, und man kann bei gegebenen
Koordinaten einen Punkt p(x/y) im
Koordinatensystem eintragen und die
Koordinaten eines markierten Punktes, hier
A(2/3), direkt ablesen.

Die x-Achse kann auch mit x;-Achse u

y-Achse auch mit x,-Achse bezechne@

&
PGP

2. Koordinaten im R

einb

%d die *

ierebene. 0 P
&0‘ Q

icl < x 3
rebene nach v

de der Skala i rden.
orm de r i
alierperspekti ezeichn

Hier: Abstand y- und z-Achgwei Késtchen
Abstand x-Achse ein Kastchen diagonal 3002 A1

(@)

Eintragen bzw. Ablesen von Punkt P(2/3/5)
erfolgt mit Hilfe der gestrichelten Hilfslinie:

vom Ursprung ausgehend 2 Einheiten nach
vorne entlang der x-A Einheiten nach
iten nach

utige Aussage
eine Hilfslinien

Wahl der Skalierung kénnen raumliche
e verzerrt erscheinen. Beispielsweise
urfel wie ein Quader aussehen.

24.11.2013 Ursula Pirkl
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-24- Koordinatensysteme Kapitel 3

Ubungen

U3.1 Koordinaten ablesen und eintragen.

B (#/ C (/7 /7 ) D (/7 _/ )

E( / / F( /7 _/ ) G/ [/ ) H (/7 [/ )

rdinaten der eingezeichneten Punkte.

L (/7 [/ )

ragen Sie die folgenden Punkte ein. Verwenden Sie,

P(1/0/0) Q(4/-1/3) R(3/4,5-2)  S(-1/1/3)

Oberstudienratin Ursula Pirkl
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Einfuhrung in die Vektorrechnung

Kapitel 4 Grundlegendes zu Vektoren -25-
Kapitel 4: Grundlegendes zu Vektoren
Vektoren in der Ebene
Aufgabe 4.1
In der folgenden Abbildung sind Vektoren in der Ebene dar
Zusammenhéange, indem Sie die gegebenen Information
erganzen.
y A
10 P
n Buchstaben, der immer
n links nach rechts zeigt,
nnzeichnet. Wie bei Strecken
verwendet man entweder die
grof3en Buchstaben von Anfangs-
und Endpunkt oder einen kleinen
Buchstaben.
K ich on VektoNR! /
von A nach B @ Vektor
De il von C nacvird als 'V, bezeichnet.
Der Pfeil von E nach F wird algﬂor bezeichnet.
Der Pfeil von P nach Q wird a ektor bezeichnet.
Sp
perScniepung ene clle im Koordinatensystem an. Diese

2oung wird mit Hilfe der Spaltenschreibweise

V

EF

i VE-U
5 —
cLs Verschiebung um
-3 in x-Richtung

-5 in y-Richtung

Pren ABund CD bewirken die gleiche Verschiebung. Sie gehd
lasse.

ektoren AB bzw. CDund der Vektor EF
chnet solche Vektoren als Gegenvek

r gleichen

) lang, aber entg et. Man

3 Lehrerselbstverlag 24.11.2013 Ursula Pirkl
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-26- Grundlegendes zu Vektoren Kapitel 4

Vektoren im Raum
Aufgabe 4.2

Die Betrachtungen zur Vektordarstellung in der Ebene kénnen direkt au b werden.
Man muss lediglich beachten, dass die Vektoren im Raum drei Kojmpone in der

X
Spaltenschreibweise in der Form | y | dargestellt werden.

, deren
EF SOWIe PQ

In der folgenden Abbildung sind Vektoren im

Anfangs- und Endpunkte C, D, E, F, P sowie
in Spaltendarstellung.

R stel
besti

Ergénzen

vektoren, da sie gleich

Einfuhrung in die Vektorrechnung
Kapitel 4 Grundlegendes zu Vektoren

-27 -

Berechnen von Vektoren aus den Koordinaten der Endpunkte

Aufgabe 4.3

— (3
Der Vektor AB = [5} aus Aufgabe 4.1 wurde durch Abzéhlen der sytem

n auch direkt aus

rdinate d@lendes: A(1/1)
o

: !
Gru ‘egende DMnen un Qmenhange

— Die Vektoren AB und CD sind jeWGI|S Reprasentanten der

V1
. — . - (v
gleichen Klasse vo eine Verschiebung eines 75 _ CD=v z( 1J bzw. | v,
bzw. v; in z- Vv,
VS

U, —u;

daher den Vektor v Gegenvekto _u=—|u, |=|-u,
reibweise fur Ebene entsprechend) u —u
3 3

— Ein Vektor, der einen Punkt A auf sich selbst abbildet (also
keine Verschi ullvektor genannt.

B werden aus den
2/3.3) und B (b1/b2/b3) durch rB =
dung der einzelnen Komponenten a;, a, und az und
d bsberechnet:

Ebene qilt Entsprechendes.)

3 Lehrerselbstverlag
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-28- Grundlegendes zu Vektoren Kapitel 4

Ubungen

U4.1 Gegeben ist der Vektor AB
a) Bestimmen Sie die Koordinaten des

Vektors ABin Spaltendarstellung.

AB =

b) Zeichnen Sie einen weiteren beliebigen
Repréasentanten der Klasse des Vektor,
ABein.
c) Bestimmen Sie die Koordinate
Gegenvektors von AB in
Spaltendarstellung und zei
einen beliebigen Repr.
Gegenvektors vo .
Gegenvektor: N
L)

<sen
PR .
hend vo‘@P(MO/Q* en Reprasentanten des Vektors v=| 1

v \ ‘
d gebend@e di ordina@)genvektors an. Gegenvektor: ____ = | ___

U4.2 Bestimmen Sie den Vektor K& den Koordinaten der Punkte A(as/a,) und B (bs/b,) der Ebene
bzw. A(as/as/as) und B(b4/b./bs) des Raumes flr folgende Punkte:

f) 9) h)
A@2/7/4)  AB//-2)  A(0/-31)
(3/-2/0)  B(-1/4/-1) B(-2/-1/3)

Einfuhrung in die Vektorrechnung
Kapitel 4 Grundlegendes zu Vektoren

-29-

Ortsvektoren
Aufgabe 4.4
Gegeben ist der unten dargestellte verzerrte Quader. Man bezeic 0

sind die Punkte A(2/0/0), B(2/3/0), C(-1/3/0) und E (2/0,5/2).
Anwendung der folgenden Definition:

f

pat. Gegeben
gabenstellung unter

Definition Ortsvektor:

Ein Vektor a, der im Ursprung O des Ko
am Punkt A endet, wird als Ortsvektor

des Punktes zugehorigen kleinen Buc

Ortsve

en Vektoren ge

3 Lehrerselbstverlag

feilspitze
‘ Namen

u allen

i Ksordinatendarstellung
AB, v=AD und w=AE.

héren zur

rklasse wie u, v und w

24.11.2013 Ursula Pirkl
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-30- Grundlegendes zu Vektoren Kapitel 4

Der Betrag von Vektoren

Aufgabe 4.5

Gegeben ist das folgende Koordinatensystem mit den Ortsvektoren au

OA=./36+64 = OB=+100+25 =112

im Koordinatensystem wird als L

Einfuhrung in die Vektorrechnung

Kapitel 4 Grundlegendes zu Vektoren -31-
c) Erlautern Sie den folgenden Ansatz fiir die Berechnung der Strecke OB . es des
Vektors OB. Formulieren Sie dabei auch, welcher Zusammenhang mit
- — . 2 .2 2 -
Ortsvektors b besteht. OB:‘OB‘:\/‘OP‘ +[oa]" + |8 =g 25 =11,2

d) Erlautern Sie unter Verwendu
Vektor, Wurzel in eigenen

\ enten des
hnefawir

' 07 &
imRaumge a& . f=Jerrartar
O

U4.3 In einem Bergwerk sind nach dem Einsturz eines
Schachtes Bergleute telle P(5/8/3) R(7/5/4)
’ S

Berechnen des Bg

Betrag eineg

Ubungen

, Q(-3/372)

Stelle R fur die Bohrung am gin

3 Lehrerselbstverlag 24.11.2013 Ursula Pirkl
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-32- Grundlegendes zu Vektoren

Kapitel 4 I

Die Definition des Einheitsvektors )
Oberstudienratin Ursula Pirkl

Lineare Al

selbstorganisierf@le

Aufgabe 4.6

Zeigen Sie mit Hilfe der folgenden Definition, dass die Vektoren

Einheitsvektoren sind.

Definition Einheitsvektor:

Ein Vektor der Ldnge 1 bzw. mit de
in der Ebene:

im Raum

Rechnen mit Ve

02-031-266
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Einflhrung in die Vektorrechnung

Kapitel 5 Rechnen mit Vektoren -33-

Kapitel 5: Rechnen mit Vektoren

Addition und Subtraktion von Vektoren
Aufgabe 5.1

e mit Hilfe von
ht auf dem gleichen

Aus dem Physikunterricht ist Ihnen bereits die Addition un
Krafteparallelogrammen bekannt. Die Addition und Subtr
Prinzip.

ordinatensyste o y 41\

hnen Siw denV usgehend P 3
von der Spitze des Vektq den Vektor b
ausgehend von der Spit s Vektors a ein 2 *Q
zwei’ies Malein. Diese beiden Reprasentanten 1
von aund btreffen mitd itzen den Punkt
Q. Verhi >

123 X

b) Rechnerische Addition in der Ebene
Rechnerisch kan

en der Vektoren
ispiel oben durch und

24.11.2013 Ursula Pirkl



Einfihrung in die Vektorrechnung
-34- Rechnen mit Vektoren

2. Subtraktion von Vektoren a—b—=d

a) Zeichnerische Subtraktion

Gegeben sind die Vektoren a=

2
] und
1

5:[ 32]. Zeichnen Sie den Vektor a

ausgehend von Punkt P in das
Koordinatensystem ein.

Zeichnen Sie danach den Gegenvektor v

0

also —b = 5 ausgehend von der Spit S

Vektors a ein. Die Spitze des ekto

von b liegt im Punkt Q. Verbi Q

durch den Vektor PQ —ggimod e
Koordinaten von d ichn

Einflhrung in die Vektorrechnung

ie Merkséatze.

ubtraktion von Vektoren kdnnen direkt

=

Raum: a+b=|a, |+

vom Vektor a subtrahiert, indem man zu a

weise addiert:

Kapitel 5 Rechnen mit Vektoren -35-
Aufgabe 5.2
Addiert man zu einem Vektor seinen Gegenvektor, so erhalt man in de eu Raum den

Nullvektor. Ergénzen Sie die fehlenden Angaben:

- - a —a 0] -
a+(-a)=| '|+| '|= JZO llvek
a, —-a, 0
+
a+(-a)= + — — g ullv i{

Aufgabe 5.3 0 Q@
en omm “d das AsNigiivgesetz. Prifen Sie

oder ande igneten,Q b diese Gesetze auch
2n, und not le diese .

\S)
N\ ‘&o

Fur das Rechnen mit reelle
anhand der Informationen in |
far das Rechnen mit

Erganzende Ubungsaufgaben:

24.11.2013 Ursula Pirkl
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Rechnen mit Vektoren -37-

Einfihrung in die Vektorrechnung
Kapitel 5

Rechnen mit Vektoren Kapitel 5

-36-—
Aufgabe 5.6
weite echenregeln

Multiplizieren von Vektoren mit reellen Zahlen
hier.

Erarbeiten Sie sich mit Hilfe Ihres Schulbuchs oder anderen geeigneten Q
hinsichtlich der Multiplikation von Vektoren mit reellen Zahlen, und n Si

oy

Aufgabe 5.4
Bestimmen Sie die Koordinaten der abgebildeten Vektoren durch Ab g und

1.
tragen Sie die Werte ein.

O
\‘1>60

\d

ellen Zahl und einem Vektor mit mdglichst

D
~

w|\1 m|w c~|—
N W=

Nl\l N|w N|>—

n Sie im Merksatz die Angaben fir den Raum.

eellen Zahl r multipliziert, in

Vektoren werden very

Fir den Raum gilt: ra=_

24.11.2013 Ursula Pirkl
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-38- Rechnen mit Vektoren Kapitel 5 Kapitel 5 Rechnen mit Vektoren -39-

Berechnen des Einheitsvektors zu einem gegebenen Vektor Addition vervielfachter Vektoren

Aufgabe 5.7

Verdeutlichen Sie sich die folgenden Informationen und berechnen Sie
Informationen:
e In der Abbildung nebenan sind Vektoren a und b

sowie die zugehérigen Einheitsvektoren a, und

b, eingezeichnet.

Aufgabe 5.8

Beispiel

In der Abbildung neben wird der Vektor w durch
eine Kombination aus den Vektoren u und v
erzeugt, indem man das Vierfache des Vektors u

zum Zweifachen des Vektors v addiert. Durch
Abzéhlen der Késtchen erhalt man folgende

— — (6
Koordinaten fir w : W= ]
e Den Einheitsvektor zum Vektor a bezeichn _
mit o Rechnerisch lasst sich der Vekto
0" ermitteln:

Der Vektor abzw. b und ihr Ein
bzw. b, zeigen in die ichtun

W=4u+2v=4
[—0,5

Der Einheitsvektor

\ 4

n den Vektor a durch seinen Betrag

gideten \@ durch Ablesen aus der Abbildung an

1LE —

Q

v

Berechnen Sie b analog I

eltsvektoren

wie im Beispiel durch Vektora

bbildung ein.

von Vektor ¢ durch Rechnung

astchen, ob das

nis mit der Zeichnung Ubereinstimmit.

24.11.2013 Ursula Pirkl
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-40- Rechnen mit Vektoren Kapitel 5 Kapitel 5 Rechnen mit Vektoren -41-

U5.4 Gegeben sind die Ortsvektoren a, b und ¢ zu den Punkten A, B und
die Abzahlen zunéchst die Koordinaten aller eingetragenen Punkte. Stell
Ortsvektoren zu den Punkten U, V und W, wie im Beispiel flr o

4. In Aufgabe 2 und 3 wurde der Vektor ¢ mit Hilfe der gegeben Beziehung ¢ =
eingezeichnet und dann berechnet. Nun sollen Sie umgekehrt vorgehen. Erm

bereits gezeichneten Vektoren d, e, f und g aus einer Kombination der,

Vielfachen von a und b darstellen lassen. Zeichnen Sie dazu wie im

der Vektoren a, b und ¢ dar. Uberpriifen Sie das Ergebnis
Hilfslinien ein und Uberprifen Sie die Ergebnisse mit den unter d. ber oordinaten.

Koordinaten.

- A - -
d— z ) =>a=|___
5 JE—
6— _ )=b=|__
¥ -
=Cc=|___

g=

$Ifa toren: Q

‘, t, ... und die Vektoren a, b, ¢, ....nennt

W

U5.3 Gegeben sind die Ortsvektoreng und b . Stellen Sie alle anderen eingezeichneten Ortsvektoren,
wie im Beispiel fiir ¢, als Lj

Ubungen

ination der Vektoren a und b dar. Uberpriifen Sie Ihr
E und F eintragen.

24.11.2013 Ursula Pirkl
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-42- Rechnen mit Vektoren Kapitel 5 Kapitel 6 Lésen von Vektorengleichungen bei Linearkombinationen -43-

Raum fir Notizen Kapitel 6: L6sen von Vektorgleichungen bei Linearkombin
1. L6sen einer Vektorgleichung durch "genaues Hinsehen"

Die folgenden Vektorgleichungen haben so einfache Losungen, ' enaues
Hinsehen ohne gréBeren Rechenaufwand I6sen kann.

Beispiele:
a) 9 ] = r[s] Man erkennt sofort,
12 4
-3 15 \
b) | 5 |=s|-25 . 0
s O
2 \Q
c)|1]|=r|3 @ Gleichung erflillt.
1 0‘
'Qm Vektor des Raumes verknupfen.

eichungen ohne ausfuhrliche Rechnungen an:

—-12 0 1 13 117 12 3
—t|-3 b) |0 ¢) | 17 |=r|-153 d) [16|=s|4

—-16 —-23 207 8 2
t= S = r= S =

altnisse jedoch nicht so einfach, dass man die

ektorgleichungen

Man I6st die Klammer
Gleichungen ergeben, a
LGS) entsteht.

auf, dass sich drei
leichungssystem

Da ein Uberbestimmtes LGS vorlie
ob alle drei Gleichungen das gleich

Das ist flr r =%

rpraft werden,
fern.

des LGS.

\i|It. Damit ist r =

24.11.2013 Ursula Pirkl
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Einfihrung in die Vektorrechnung
Kapitel 6

Loésen von Vektorengleichungen bei Linearkombinationen

-43 -

Kapitel 6: Losen von Vektorgleichungen bei Linearko
1. Loésen einer Vektorgleichung durch "genaues Hinsehen"

Die folgenden Vektorgleichungen haben so einfache Lésungen,
Hinsehen ohne gréBeren Rechenaufwand Iésen kann.

Beispiele:

a)

b) | 5 |=s|-25

o>

dsung eichungen ohne

1 enden‘&

—-12 0 13
=1/-8 b) |0 c) | 17 |=
~16 —23
t= S = r=

altnisse |

ektorgleichungen

Man 18st die Klammer
Gleichungen ergeben, a
LGS) entsteht.

Das ist furr =%

Da ein Uberbestimmtes LGS vorli€
ob alle drei Gleichungen das gleich

\ilIt. Damit ist r =

mbin

enaues

\¢
gibt, w@ Gleichung erfullt,
&

m Vektor des Raumes verknipfen.

ausfihrliche Rechnungen an:

117 12 3
r|—153 d) |16]|=s|4
207 8 2

S =

edoch nicht so einfach, dass man die

auf, dass sich drei
leichungssystem

rpruft werden,

des LGS.

24.11.2013 Ursula Pirkl
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Lésen von Vektorengleichungen bei Linearkombinationen Kapitel 6

Beispiel 2:
12 9
16(=r|12
8 15
[ 12=09r
: 16=12r
ll: 8=15r

b) Beispiele fiir Vektorgleg

Beispiel 1:

Man I6st die Klammern der Vektor
Gleichungen ergeben, also ein line (LGS)
entsteht.
4
=r=—
8 8
4 |Auslundll = i ngllem Urr=1z
=>r=—
3 also ein pruch. D ie Vekt iW¥Ng nicht I6sbar.
=r= 8
15

&
% 4&0@'6
N o

I6sen leichung in drei einzelne

Gih&r‘@

Da es sich um ein Uberbestimmtes LGS handelt,

A

mussen die Lésungen in der fir die Rechnung

bisher nicht verwendeten Gleichung | Uberprift
werden. Da sich kein Widerspruch ergibt, sind

s =—1undr =2 Lésungen des LGS.

Auflésen in drei einzelne

Gleichungen

Auch hier ergibt sich [Iund Ill das
Ergebnisr=2und s =
Einsetzen in | ergibt hier
Widerspruch. Damit ist

6sbar.

also einen
hung nicht

einsetzeninll= r=2
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Kapitel 6 Lésen von Vektorengleichungen bei Linearkombinationen -45-

3. Lésen Sie die folgenden Vektorgleichungen:

6 15 6 14
a) |21|=r| 49 b) | 21|=r| 49

-9 —21

3 1
d) 1

1 1 1

—2 @ 2 1
9) |3 —4 &?s 0

1 3 2

g

>

keine Loésu e Lo eine Lésung
keine Lésu r=0,5unds=0,5
r=-3unds=1

3 Lehrerselbstverlag 24.11.2013 Ursula Pirkl
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Kapitel 7 Lineare Abhé&ngigkeit und Unabhangigkeit -47- —
Kapitel 7: Lineare Abhédngigkeit und Unabhangigkeit ) . )
Oberstudienratin Ursula Pirkl
Lineare Abhéngigkeit und Unabhédngigkeitgiader ED L Py n I
Gegeben sind die Vektoren a = [(1)] und b = [;] Geg sing ’ ) - [i] und b = [g] s
selbstorganisierf@le

& 25
é

P
b‘-"-'

Der Ansatz r 0

)
4 \‘
dass |Der T s I 4= % et anschaulich, dass

LCYV cktor b lelfaches des Vektors
Mlargeste len kann und fuhrt zum folgenden

folgendendgm. | | LGS$
4 o W

—% das L \ Das LGS ist fiir r = erfilllt.

Vektor bkann " durch Vektor b ist ein

Vervielfachen von Vektor a erzeugt von Vektor a. Man sagt auch, die Vektoren
werden. sind kollinear.

der Vektor b als g
a dargestellt werd

n in der Ebene ein Vektor b durch ein

es eines Vektors a dargestellt
kann, sind die Vektoren
aundb

abhangig.

n kann, sind die
aundb
linear unabhangig.

Lineare Abhangig
nabhangigkeit

Mathematischer Ansatz fir die Untersuchung a
Abhéangigkeit in der Ebe

Drei Vektoren in einer Ebene sind immer linear

24.11.2013 Ursula Pirkl 02-031-266
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Kapitel 7 Lineare Abhangigkeit und Unabhangigkeit -47 -
Kapitel 7: Lineare Abhédngigkeit und Unabhangigkeit
Lineare Abhéngigkeit und Unabhédngigkeiigiader ED
o - (0] - (1 | ‘ 2 . (4
Gegeben sind die Vektoren a = 1] und b:[z] Geg sind =1, und b= 8
a b "
(4
(g
Der Ansatz r = dass |Der 1S ] %\ket anschaulich, dass
[CQV cktor b lelfaches des Vektors

der Vektor b aI
a dargestellt we t zum

folgende
o W|ders

%Qdas L
Vektor bkann " durch

Vervielfachen von Vektor a erzeugt
werden.

n kann, sind die
aundb
linear unabhangig.

. Uargeste, en kann und fuhrt zum folgenden

LGS‘ '

4r=8

Das LGS ist fur r = erfullt.

Vektor b ist ein
von Vektor a. Man sagt auch, die Vektoren
sind kollinear.

n in der Ebene ein Vektor b durch ein

es eines Vektors a dargestellt
kann, sind die Vektoren

Drei Vektoren in einer Ebene sind immer linear

24.11.2013 Ursula Pirkl
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-48 - Lineare Abhangigkeit und Unabhangigkeit Kapitel 7

Lineare Abhangigkeit und Unabhangigkeit im Raum

1 1 1 1
Gegeben sind: a=[0{, b=|1| und c=|—1 Gegeben sind: a = 1
0 0 1 0
_— // _— _—
- - -
/// \ /// _— ///
Cc / s
a b ¥

1 1 —1
Der Ansatz r|0|+s|1| =|—1| bede
0 0 1

lich, dass der Vektor ¢ als

=2 debnschau-
NS

rkombination aus
gestellt werden kann

ch

he das L‘%en.
¢ kann veiner ktor ¢ kann als der
& 7 Vektoren a und b dargestellt werden, da alle

ption der ¢gekto und
we drei Vektoren in einer Ebene liegen. Man sagt
o auch, die Vektoren sind komplanar.

undr = erfullt.

Wenn ein Vektor ¢ im Raum durch eine
Linearkombination zweier Vektoren a und
b dargestellt werden kann, da er in der
Ebene wie a und b liegt, sind die

toren a,b und ¢
r abhangig.

Wenn ein Vektor ¢ im Raum nicht durch
eine Linearkombination zwej a

dngigkeit und

Ergénzen Sie:

sind linear

ektoren | um sind linear
bene liegen.

Oberstudienratin Ursula Pirkl
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Geraden in der Ebene und im Raum

Kapitel 8 Parameterdarstellung von Geraden -49 -

Kapitel 8: Parameterdarstellung von Geraden

3+r2
2 -1

von r jeweils die Koordinaten der Ortsvektoren f) und di

Aufgabe 8.1

Der Vektor p = sei ein Ortsvektor. Bestimmen Sie fir enen Werte

ktor p jeweils
unkt P(x/y) in ein

o@%s Punktes
)

zugehdrigen Endpunkte P(x/y). Zeichnen Sie jeden
Koordinatensystem ein.

Parameter
reIR P(xly
/‘ée
Kapitel 8 — Parameterdarst

>
P(___/____ )
P(___ /)
P(___ /)

ra selbstorganisiert erlernen Ort aller Endpunkte P:

ehalten: hts reserved.
, auch auszugsweise, vorbehaltlich der Rechte,
aus §8 53, 54 UrhG ergeben, nicht gestatte

SelbstVerlag
es & Freunde GmbH, Koblenz (Ger,
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ra ch und l6sen
h
annte “e P(1/0/2)
‘\Q g

-51 -

Information: Parameterdarstellung der Gerade Aufgabe 8.2

Parameterdarstellung einer Geraden: Standardaufgaben bei Geraden

Arbeiten Sie die unten aufgefuhrten Beispiele zu den Standardauf
Sie anschlieBend mit Hilfe dieser Beispiele Aufgaben aus dgm Sc

1. Erstellen der Parameterdarstellung der Gera
und Q(1/2/3)

@ﬁtzvektor p

Der Stiitzvektor p ist ein
Ortsvektor zu einem
beliebigen, aber bekann- [g
ten Punkt auf der Gera-

| 4

Der Richtungsvektor u
entspricht dem
von P nach

igung) der Geraden
Koordinatensystem

fest. Man zeichnet u in
der Regel ausgehend
von P ein.

Man kann u berechnen,
wenn zwei Punkte A und
B auf der Geraden

den. Der Stitzvektor
damit die Position de

Geraden im Koggdina-

tensystem fg
N ‘ X <
@ ‘. E‘Q‘

\ . bekannt sind.
Der VektgfpioWein u=AB=b-a
Ort‘kto einem

¢

Stutzve = 0| ergibt sich als Richtungsvektor

belie unkt X
der GeMden.

Parameterdarste n der Vektoren

Richtungsvektor wéhlen.

mit q als Stutzvektor q=

Geraden
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2. Die Koordinaten eines Punkte B auf der Geraden berechnen, indem man fil den ter r
einen vorgegebenen Wert einsetzt

1 0 1
g: x=|0|+r|2 Firr=4 folgt: b=|0|+4-
2 1 2

Der Vektor PB ist
viermal so lang wie der

Vektor ﬁ, wenn man fur
r den Wert 4 einsetzt.

\g

6@
>

N
NI

R

und d 0\9(1/4/4)

N

Fir x wird der

Ortsvektor a zum
Punkt A eingesetzt.

Schritt 2:

ie Vektorgleichung

Ergebnis: Kein Widerspruch, also liegt der Punkt A auf der Ge

des Ergebnisses:

urde, ist der Vektor

chtungsvektor u.

Geraden in der Ebene und im Raum

Kapitel 8 Parameterdarstellung von Geraden -53-
1 0
b) Gegeben sind die Gerade g:x =|0|+r|2| und der Punkt B(1/2/2)
2 1
Schritt 1:
b=p+ru
1 1 0
2|=|0{+r|2
2] |2 1
Schritt 2:
<
2=0+2r Q
Ergebnis: r Pu wt auf der
g
Ergebn ;
‘ch Vervi%g des
tungsvek@e errea' *a n.
Ubungen
U8.1 Begrii iebig viele Gleichungen in Parameterdarstellung haben

dlich und die Richtungsvektoren kollinear sind.
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Kapitel 9: Lagebeziehung von Geraden

Aufgabe 9.1

kédnnen und
iehung hinzu, die
en sich anschaulich

Sie wissen aus Untersuchungen in der Ebene bereits, dass sich z
dass sie parallel oder identisch sein kénnen. Im Raum kom [

Die Flugzeuge
fliegen auf dem
gleichen Kurs.

W £

g und h sind

und h sin 6 & tungsvektoren von g und h sind
: 0 ‘0 inear :

Die Geraden g un

Die Ri

<
O
\'9(,

Die Flugrouten uberschneiden
g sich in unterschiedlichen Héhen.

Tz,

Die Geraden

svektoren von g und h sind und h sind
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Um rechnerisch zu bestimmen, welche Lagebeziehung bei zwei Geraden vorlieg
Wege. Hier soll der Weg beschritten werden, der den geringsten Rechenaufwan
damit am wenigsten anfallig fur Rechenfehler ist.

Schema fiir die Untersuchung der Lagebeziehun

Untersuchung der Richtungsvekid
lineare Abhangigkeit bzw. Upabhand

Die Richtungsvektoren gsvektorg
sind linear abhéngig. near ungbhz

g
D”;fgllzluggg’rmb : 7 Biiea O 5, @5 Al
pder Stiitzyve ‘ > bn sich sciff'l oder windschief
andere G '\

o

zur der Lagebeziehung von Geraden fehlende

5 -2 1 2
a) Untersuchen Sie die Lagebeziehung der Geraden g: x =|3|+r| 1 [undh: x=| 5 |+s|—1
-3 _4] |3

e mMuss man nicht
ingt ausfuhrlich

da die lineare
eit schon

einsetzen

- Kein Widerspruch = g ist

Geraden in der Ebene und im Raum
Kapitel 9 Lagebeziehung von Geraden

2. Punktprobe

5 -2 2 B4+—-2r=__
3|l+r| 1 |=|3|= 3+ r =
2 -3 1 24—

3. Ergebnis: Widerspruch

O
Q’ o .
&rGerad{oxotJrrg und n: x=|2|+s|2

@ 5 0

Lagebezii
ues Hins rkennt ms Rechnung, dass die Richtungsvektoren linear

sind.

-2) (7 3
2. Gleichsetzen g =n ergibg 3|+r| 1 |=|2|+s|2
2 -3] (5 0

=r=

rinll

rundsinl = 7 =7

Kein Widerspruch =-die Geraden

s in n einsetzen.

nittpunkt: S(___/_ /)
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5 -2
d) Untersuchen Sie die Lagebeziehung der Geraden g:x=|3|+r| 1 | und m.

2

1. Untersuchung der Richtungsvektoren auf

2. Gleichsetzen g = n ergibt:

LGS l6sen:

Widerspruch

uchern gibt es eine groBe Anzahl von Aufgab
den. Lésen Sie diese Aufgaben mit Hilfe der Beispiele

on Lagebeziehungen

Multiplikation von Vektoren

Kapitel 10 Skalarprodukt -59-

Kapitel 10: Skalarprodukt

1. Physikalische Betrachtungen und Begriindung des Ausdr
Wie viele andere mathematische Verfahren, findet das Pgdukt eine Anwendung in
ormel W=F-s
edingung, dass F und s die
gleiche Richtung haben, da man in diesem Son arakteg von F und s

vernachlassigen darf.

Im allgemeinen Fall muss man beriicksg
unterschiedliche Richtungen zeigen k¢

sind, und damit in
ie folgt:

t keinen tQr®ondern einen so

ieser Eiien ei der Multiplikation

der Kraft

waagerecht nach rechts in Richtung
e Wirkung der Kraft fir die gewlnschte

F zeigt in die Richtung des Wegess, d.h.

96 Die Kraft F und der Weg s schlieBen einen Winkel
() () von a = ___°ein. Die gesamte Kraft ist fur die

s Bewegung wirksam und man kann ohne Beachtung
des Vektorcharakters mit den Betrdgen rechnen.

v

:H-H,wenn IE||§

cht nach oben zeigt, kann
Richtung des horizontalen
ochheben. Damit ist die
ung nicht wirksam und
ine Arbeit verrichtet.

man den
Weges s zie
Kraft fur die ge

Dieses Anwendungsbei ich anschaulich
eine wichtige Eigenschaf rodukts:

Das Skalarprodukt zweier o ren istimme

3 Lehrerselbstverlag 24.11.2013 Ursula Pirkl
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Kapitel 10: Skalarprodukt

1. Physikalische Betrachtungen und Begriindung des Ausdr
Wie viele andere mathematische Verfahren, findet das Pggdukt eine Anwendung in
ormel W=F-s
edingung, dass F und s die
gleiche Richtung haben, da man in diesem Son harakteg von F und s

vernachlassigen darf.

sind, und damit in
ie folgt

Im allgemeinen Fall muss man beriicksg
unterschiedliche Richtungen zeigen k¢

Das Produkt der beiden Ve
genannten Skalar, da die A

t keln ondern einen so

ieser Elien e| der Multiplikation

der Kraft

waagerecht nach rechts in Richtung
le Wirkung der Kraft fir die gewlinschte

F zeigt in die Richtung des Wegess, d.h.

Die Kraft F und der Weg s schlieBen einen Winkel
von a = ___°ein. Die gesamte Kraft ist fur die

s Bewegung wirksam und man kann ohne Beachtung
des Vektorcharakters mit den Betrdgen rechnen.

)
N
)
N
\ 4
!

:H-H,wenn IE||§

cht nach oben zeigt, kann
Richtung des horizontalen
ochheben. Damit ist die
ung nicht wirksam und
ine Arbeit verrichtet.

man den
Weges s zie
Kraft fir die ge
es wird in physika

Es gilt: W=F.s=_

ich anschaulich
rodukts:

s Dieses Anwendungsbei
eine wichtige Eigenschaf

Das Skalarprodukt zweier o

3 Lehrerselbstverlag 24.11.2013 Ursula Pirkl
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Allgemeiner Fall:

Die Kraft F und der Weg s schlieBen einen

beliebigen Winkel ein Nur der Teil der Kraft, degin die

s zeigt, also Fuiksam i
fur die verrichtete Arb

entsprechend

O(\ ‘ [ xsam hangt vom

Fwirksam

O O

E s:‘?‘-‘é‘cosa
rmel W ‘g‘ ‘s cc&?erechnung der Arbeit hergeleitet werden

alle 1 und 2 in der Formel flr den

ige Vektoren a und b, gilt fur das

Skalarprodukt: a-b =
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4. Die Koordinatenform des Skalarprodukts 5. Uberblick zur Definition des Skalarprodukts

Aufgabe 10.3 Definition des Skalarproduktes zweier Vektoren mit Hilfe des eingegchloss

In der Ebene sind die Ortsvektoren a-b= ‘5‘ ‘B‘ cosa

a 6 - b
! und b=| "
8 b,

a,

a) Zeichnen Sie die Vektoren a und b
Lineal in das Koordinatensystem ne

b) Messen Sie den von den

eingeschlossenen Wink
mit dem Geodreieck:

Aufgabe 10.4
a) Lesen Sie in einer geeignete
nach.
2 b) Informieren Sie sich
Skalarprodukt.

hnen Sie das S@S dukt der& na und b mit Hilfe der berechneten Langen und des
enen WV
5-6:‘a‘~‘b‘cosa: 90

Winkel zwischen
zwei Vektoren

—_EAN R
T

Ccos o =

ktoren a und b die folgende Summe:

Qi

(o X!

winkel von Geraden:

as Ergebnis mit dem
cktoren u und v der

inkel, von denen einer
hnittwinkel von

alarprodukts
enen Winkel, und

rgebnisse sind

Geraden bezeichnet wird, erhalt man, wenn man im Zahler de

Ergebnisses in e), warum das verwendet. Ohne

h wie folgt berechnet

f) Begrunden Sie auf B

3 Lehrerselbstverlag 24.11.2013 Ursula Pirkl
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Aufgabe 10.5

Die folgenden Beispiele zeigen grundlegende Anwendungen und den,Umga

ndungen
des Skalarprodukts. Ergédnzen Sie fehlende Anmerkungen und Re

1. Berechnen des Winkels zwischen zwei Vektoren a =

Man setzt beide Vektoren in die Formel fur die 1 S ein. Q

—1 1

nen deﬂgkelsz en Geraden g: x=|-3|+r| 3 | undh: x=| 6 |+r|-3
Q 3 —1 10 —4

Man setzt die Richtungsvel@ er Geraden in die Formel ein. (Beachten Sie dabei, dass die
Richtungsvektoren mit den toren aus 1. Ubereinstimmen.)

Betragsstriche im Zéhler des Bruchs:

24.11.2013 Ursula Pirkl
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3. Priufen, ob zwei Vektoren oder zwei Geraden orthogonal sind.

a) Erlautern Sie folgende Rechnung:

a-b=0 = cosa= =0 = o=cos '(0)=90°

o
|-

< 0
+r u dieGe&?: 0l+r|1].

> \ 2) 3

ben KVESPiNen Schnj kt. Geben Sie an, welche

ie die folgeig BWChnunge n Text ergénzen:

= &erad@t sind

+Q:___—0 &raden und sind

=___+ _+g =3 Die Geraden und ___ sind

4. Gegeben sind die Geraden g: x

W =2 O W =




Oberstudienratin Ursula Pirkl

Lineare Al

selbstorganisier

Kapitel 11 —

ra selbstorganisiert erlernen 031-266)

ehalten: hts reserved.
, auch auszugsweise, vorbehaltlich der Rechte,
aus §8§ 53, 54 UrhG ergeben, nicht gestatte

SelbstVerlag
es & Freunde GmbH, Koblenz (Ger,
ehrerselbstverlag.de

02-031-266 ww.f-druck.de



Multiplikation von Vektoren

Kapitel 11 Vektor- oder Kreuzprodukt -65-

Kapitel 11: Vektor- oder Kreuzprodukt

e weitere
. ist das

Neben dem Skalarprodukt, bei dem das Ergebnis der Multiplikation e Skala ibt e
Méglichkeit Vektoren miteinander zu multiplizieren. Wie der Name
Ergebnis dieser Multiplikation ein Vektor.

hnu kraft, die bei der

\ alims éxf@'ch:akreuz b)
ab\ 5

nr®hner einsetzen, um das
ukt manuell zu berechnen.
ukt bezeichnet.

Eine Anwendung dieser Multiplikation ist in der Physik bei
Bewegung geladener Teilchen im Magnetfeld auftritt, zu fin

Die Definition des Vektor- oder Kreuzprodukts zweid
kann in jedem Tafelwerk nachgeschlagen y rnd

Definition Ve

Neben der Anwend Forrg an
Vektorprodukt z 2 Desicmmerdem di
Hierbei wird ersich¥ dieses Pr@
e dukts ohn{%ndung

oder des Taschenrechners:

@chritt \

y-Komponente berechnen:

2 3
—1 1
3 1
5 3 =3.3-2-1

z- und angehangte x-Komponenten
werden Uber Kreuz multipliziert.

4. Schritt

- und y-Komponenten werden Utber
Kreuz multipliziert.

24.11.2013 Ursula Pirkl
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Eigenschaften des Vektorprodukts a x b = ¢

1. Der Vektor c ist orthogonal zu den Vektoren a und b

Aufgabe 11.1

Ergénzen und erldutern und Sie die folgende Rechnu

Vertauschen von
a und b bewirkt

c zeigt in
Richtung
Mittelfinger.

Umkehrung von c.

Der Vektor an der ersten
Position, hier a, zeigt in
Richtung Daumen.

-Regel ermittelt werden.

Aufgabe 11.2
Weisen Sie d

, dass gilt: a x b=—(b x a




Kapitel 11
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3. Mit dem Vektorprodukt kann man Flachen berechnen.

Fir die Flache eines Parallelogramms, das durch

die Vektoren a und b aufgespannt wird, gilt:

Fir das markierte Dreieck gilt demnach:

Aufgabe 11.3

Zeigen Sie, dass die
erlautern Sie die

A(2/0/0)

Berechnung 1:

nden

C(2/6/0)

d erganzen bzw.

eine R
hnunger{&

24.11.2013 Ursula Pirkl
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Berechnung 2: Erlauterung:

12 0

_ =4-—13|x|3
2

0) \5
=2.

Berechnung 3:

A=12+38=50

3. Mit dem \b
Qen

N

U
ats
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Kapitel 12: Darstellung von Ebenen 2. Ebenen in Normalendarstellung

Aufgabe 12.1

angegeben Normalenvektor n der Ebene bezeichnet. Wie man den folgenden ' n kann,
. Erarbeiten Sie sich legen der Stutzvektor die Position der Ebene und der Normal bene im Raum
ng im Raum. fest.

Waéhrend Geraden im Raum in der linearen Algebra nur mit Hilfe d
werden, kann man Ebenen mit drei verschiedenen Darstell
mit Hilfe der folgenden Informationen und Aufgabenstellu

1. Ebenen in Parameterdarstellung

Der Stiitzvektor p ist

der Ortsvektor eines
beliebigen bekannten 2 _
Punktes auf E. S 2 er Ebene.

Sie wissen bereits, dass eine Gerade durch e%metergleichungen
g: Xx=p+sPQ oder g: x=p+su ang bildung erkennt

kann durch Hinzuftigen eines dritten elnes zwelten Vektors

von P nach R eine Ebene festgelegt . i [ bfangi rch
_ o , tehte“ nd zur G eichung eine

éeichnu@
@tor zu einem beliebigen Punkt
Q er Ebene

* tUtzvektor der Ebene = Ortsvektor

zum Punkt P

den Nor vektor

X

u: Spannvektor u=PQ

Spannvektor v =P

<

Be Sie, waru den No ktor einer Ebene mit Hilfe des Vektorprodukts
bestimmen kann, in d ie de n Satz vervollstandigen:

n

zwei Spa%
welche di@ aufspannen.
Das Vektorprodukt aus zwei Vektore

erzeugt einen Velkis

den beidg
sea v

zustellen, werden Ebenen, wie im folgenden
tensystem dargestellt.

pannt wird. Damit gilt
Bktor n der Ebene:

en ist eine Ebene, welche die folgenden , Q(0/2/0) und R(0/0/2)

n=uxv

Das Dreieck PQR
ist nur ein
Ausschnltt

pvektoren

ilt damit:
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Anhand der folgenden Abbildung wird nun die Uberlegung, die der Ebenggdarste
Normalenform zugrunde liegt, erldutert:

Bezeichn

liebigen
uf der Ebene

r Ebenga= Ortsvektor zum

. iebiger x@tant des
orma@ tols der e@
PX :Q Pun (p&z/ ps) zum Punkt
v ,/ X3) *

o X0
P

enfassu Q rei Uberlegungen:
o und der '<A Bel orthog

ektore ' gt
nd SkalSUKT Null: -
ﬁ Fur den Vektor PX

gilt: PX=x-p

Die Ebepgagleic i aus dg

_—

tir das Beispiel 1 gilt damit:

3 Lehrerselbstverlag 24.11.2013 Ursula Pirkl
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3. Darstellung einer Ebene in Koordinatenform

Multpliziert man das Skalarprodukt der Ebene aus der Normalendarstellung au
Ebene in Koordinatendarstellung.

Wichtig:
Die Vort#
yundze
(4 OMQ

= nX+ny+n,z—(np, +n,p, D5 ) =

= nx+ny+n,z=d
In Tafelwerkendigdet e

Zeigen Sie durch Ausmultiplizier%r gormalendarstellung, dass sich die Ebene aus Beispiel 1, wie

unten angegeben, darstellen 14sst:
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Aufgabe 12.2 c) Ermitteln Sie die Gleichung der Ebene F in Koordinatendarstellung und zeige
Ergebnis mit der Koordinatendarstellung der Ebene E im Beispiel 1 von Aufg

Eine Ebene F ist durch die Punkte A(—4/1/3),B(1/0,5/1)und C{2 /-3

Ebene die
6

folgende Ebenengleichung in Parameterdarstellung er : -1|+s|-4

a) Zeigen Sie durch Rechnung, dass sich bei der Wahl von Punkt

O

0 Vergleich ie die Ergwe aus de&en 12.1 und 12.2 und erganzen Sie:
9 e Die Parameterdarstellungen@E

auf und man kann

oS

N\

X
In Sie dVorQndarst@Ebene F. (Zur Kontrolle: Ey:||y|—| 1 ||| 34|=0)

benen E und F weisen Gemeinsamkeiten

dass es sich um die gleichen Ebenen handelt.

rmalenvektore

ie Koordinatendarstellung der Ebenen E und F ist

ei Ebenen identisch sind, g

ist dafir ungeeignet, da ein un

darstellung ist am besten geeignet, da gleiche
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Aufgabe 12.4
Zusammenhang der Koordinatendarstellung einer Ebene und ihrer Ach

Die Ebene aus dem Einstiegsbeispiel in Aufgabe 12.1 soll hier ern
Zusammenhange herangezogen werden.

in der einfachsten

arstellu E!ene E so umformt, dass auf der rechten Seite
t erha e Gleichung:

\'o

Formulieren Sie einen Zusammenhang zwischen den Nennern der umgeformten Koordinatendarstellung
der Ebene E sowie den Koordinaten der Achsenabschnitte, indem Sie die folgenden Licken
vervollstandigen:

Ly, z_
422

hsenabschnitt auf der-
-Achse Q(0/0/2)

"__-Achse P(4/0/0)

ichheitszeichen
ohne Vorfaktoren
Nenner bestimmen.

Stellt man eine Ebene in der Koordinatendarstellung so dar, das
eine 1 steht und g inks vom Gleichheitszeiche
erscheinen

llung einer Ebene wird auch als Achse orm bezeichnet.

3 Lehrerselbstverlag 24.11.2013 Ursula Pirkl
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e12.1

4. Eine Ebene — Drei verschiede Darstellungen — Zusammenhénge am Beispil aus

Die Ebene E enthalt die Punkte:

P(4/0/0) Q(0/2/0) R(0/0/

'

Ortsvektor von P

als Stiitzvektor u=pg
wahlen @%ibt es\
kt

| der drei
nendlichemicle

chiedli -

terdﬁan.
n% gn darf

n.

Parameterdarstellung

Normalenvektoren \
darf man kirzen.

ergibt den
malenvektor

Gleiche Ebenen
haben gleiche
gekirzte Normalen-

—Qektoren. /

darstellung

rprodukt

Gleiche Ebenen
haben in Koordina-
ndarstellung iden-
e Gleichungen.

Ec: x+2y

R

Koeffizienten bilden den Norm

atendarstellung

er liefern die Achsenabschnitte der Eb

02- hrerselbstverlag
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Aufgabe 12.5

Vertiefendes Beispiel
Die Punkte P(1/1/0), Q(2/0/1) und R(0/1/2) liegen in einer Ebene H

a) Ermitteln Sie eine Parameter-, eine Normalen- und eine
(Kontrollergebnis: E: 2x + 3y + z = 5)

b) Erlautern Sie, warum es sinnvoll ist, ein Kontrolle
Achsenabschnittsform anzugeben.

c) Zeichnen Sie die Ebene anhand ihrer Ac IN raung eruck von der
Lage der Ebene entsteht. \

ptendarstellung oder in der

O’ O
Q zv‘ \& QZusammenf
A% v

Parameterdarstellung:

Normalendarstellung:

Koordingig

Achsenabschnitt x — Achse:
Achsenabschnitt y — Achse :
nitt z— Achse:
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Aufgabe 12.6

Zeichnen Sie die Ebene E: 3x + 2y + 6z = 6 mit Hilfe der Achsenabschnitte agbi

OQ \?*‘3

QQQ’ 2 < Pl

3 Lehrerselbstverlag
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6. Uberblick Umwandeln von Ebenen

Es gibt eine Vielzahl von Méglichkeiten, eine Ebene von einer Darstellung in e
umzuwandeln. Die in der folgenden Abbildung dargestellten Verfahren
eine begrenzte Auswahl an Varianten an, mit der man jede Darstellu

umwandeln kann.

en in

en

Ebene in Paramete

Aus den
Richtungsvek-
toren Uber
uxv=n
den Norm

|

Ebene in
Normalendarstellung

Ev: (X-ploged

6(' S

Umwa
IIung

ilfe der
enabschnitte

A(g/O/ 0)
B(0O/ g/ 0)
C(0/0/ %)
einen Stutzvektor
p und die Spann-
vektoren
uund v
ermitteln.

Ausmultiplizieren

Uuc wa.,
und einen der A
Stutzvektor wahlen.

Eq: ax,+bx,+cx, =d

Ebene in
Koordinatendarstellung

umformen in die
Achsenabschnittsform

Eq: G +—=+-—32=1

m\o_|_k><

X

okl
X

o\o.|m
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Kapitel 13: Besondere Ebenen
Aufgabe 13.1

In den folgenden Abbildungen sind die Koordinatenebenen abgebi

Koordinatenebene eine mdéglichst einfache Gleichung in Paggmeterd
Koordinatendarstellung.
x,y-Ebene

Parameterdar

9
ee\“

&eterda @:

No%endarstellung.

Parameterdarstellung:

Koordinatendarstellung:
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Aufgabe 13.2

In den folgenden Abbildungen sind zu den Koordinatenebenen parallele Ebenen a
Sie zu jeder abgebildeten Ebene eine mdglichst einfache Gleichung in P rda

Normalendarstellung und Koordinatendarstellung.
“—H Normalenda

/%y ‘

Zu den Koordinatenebenen parallele Ebenen

Parameterdarstellung:

X

W endars
(’0

Koordinatendarstellung:

Parameterdarstellung:
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Aufgabe 13.3
Parameterdarstellung:
In den folgenden Abbildungen sind Ebenen dargestellt, die zu jeweils einer aten e parallel
sind. Ermitteln Sie zu jeder abgebildeten Ebene eine mdéglichst ei leic

Parameterdarstellung, Normalendarstellung und Koordinatendarst

Parameterdarstellung: Q
Normalendar \

Q

Normalendarstellung:

\‘
Koordm stellung einer Ebene
atene rallel ver)g

Aufgabe 13.4

a) Formulieren Sie eine
erkennen kann, da

an an der Koordinatendarstellung einer Ebene
chsen parallel verlauft.

Koorginatendarstellung:

erkennen kann, dass die Ebene durch

Normalendarstellung: Koordinatendarstellung:
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Kapitel 14: Lagebeziehungen bei Ebenen

In der linearen Algebra gibt es fur die Untersuchung der Lagebeziehyggen z Eb im Raum
und Punkten sowie Geraden und anderen Ebenen eine Vielzahl v ichke doch vdllig
ausreichend eine Methode zu beherrschen. Daher wird in den folg ni die

verschiedenen Aufgabentypen jeweils nur eine Variante vorgeschla

nkt R,a

1. Lagebeziehung Ebene E und Punkt R

Prinzipielle Vorgehensweise:

Die Koordinaten bzw. Komponenten d vektors werden unabhéngig

Qz eingesetzt.
' | v

Ebene in Ebep® 0 Ebenen in
Paramete el IUTY Normale@gMstellung _ ordinatendarstellung

‘
H 94'

L Winaten

&

von der Darstellung der Ebeg ng fr d onenten

Komponenten von r fir x, y und
z einsetzen.

ar{ +bro+crs=d

Linke Seite der Gleichung

R yund t eines berechnen.
bereCnen.
erechnu de& ist of
ndig. DMS gunsti
ene in die KooMhatendarsigll
umzurechnen. 9
Interpretation der Ergebnisse =

Rechnung : ' R liegtin E

R

echung liefert Widerspruch

Zusatzinfo:

)

ittelt zu kbnnen.

, wenn flr sund t
i Bedingungen gelten:

le folgenden
1 und
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Aufgabe 14.1

1 2
Zeigen Sie, dass der Punkt R(6/0/2) auf der Ebene E:x=|1|+s|1]|+t
1 1

beiden Rechnungen und beurteilen Sie, bei welchem Weg der

Weg 1

Mit der Parameterdarstellung arbeiten und da
I6sen.

endarstellung

r in E einsetzen:

E:-2x-3y+7z=2

Koordinaten von R einsetzen:

ch = Rliegtin E

s LGS widerspruchsfrei gelést werden kann,

Beurteil
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Aufgabe 14.2
1

Prufen Sie, ob der Punkt R(1/0/2) auf der Ebene E: x=|1|+s
1

Wege mit Hilfe des vorherigen Beispiels und geben Sie
einfacher fir Sie ist.

Weg 1

Mit der Parameterdarstellung arbeiten
das LGS lésen.

r in E einsetzen:

E:x+y-z=1

Rin E einsetzen: 1+0-2 =1
-1 =1

Widerspruch = R liegt nicht in E

Widerspruch = R liegt nicht in E

24.11.2013 Ursula Pirkl
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2. Lagebeziehung Ebene E und Gerade g

Prinzipielle Vorgehensweise:
Die Komponenten x, y und z des Vektors x der Ebenengleichung E: rch die

X P, u, v, X =@, +rw,
Gegeben: E: |y |=|p, |+S|u, |+t|vV, und
z pS u3 VS

zZw. =q, +Iw,
@éb? +IwW,
dinatea%"ung

enten v m&‘x der
ngleich k
»1 +rw,, und q, +rw,

z =d
&tzen und nach r auflésen:

a(q, +rw,)+b(q, +rw,)+c(q; +rw,)=d

Ebene in
Parameterdarstellung

Die Ebenengleichung mit der Ge

dann wi

ne n der Ebenengleichung

Koordin endarstellu&iten. $

Wenn geprift werden soll, ob de
DurchstoBpunkt in einem bestimmten
Dreieck liegt missen s und t bestimmt
werden. (Vgl. Zusaig

r Gleichung liefert

asung fir r. Einsetzen von
gleichung g liefert die
chnittpunktes bzw.

)-

ngleichung g liefert die
rdinaten des Schnittpunktes
zw. DurchstoBpunktes S(si/s2/s3).

der Form
ie Gerade.

Widerspruch




Ebenen, Geraden und Punkte im Raum Ebenen, Geraden und Punkte im Raum

Kapite 14 Lagebeziehungen bei Ebenen -89 - -90- Lagebeziehungen bei Ebenen Kapitel 14

Aufgabe 14.3 Lagebeziehung E und h:

1 2 2 1 4
Gegeben ist die Ebene E:x=|-1|+s| -2 |+t| 1 |. Untersuch ' g von E zu Aus g:x=|0 |+r| —1| ergeben sich die Komponenten:
2 1) |1 0) \0
5 6 1
den Geraden g:x=| -2 [+r| -3 |, h:x=|0|+r , indem Sie die Einsetzen in E ergibt: +
2 1 0

folgenden Rechnungen vervollstandigen.
Koordinatendarstellung der Ebene zu
Koordinatendarstellung die Gleichungj

%n ist, hier mit der
,®ss sich fur die

.

Begrundung:

Widerspruch = gi

Berechnung

E ergibt:V?__ 0

Ine Lésung gibt, existiert ein Schnittpunkt.
gebeziehung von E und g:

imPunkt S(__/_/_).

gebnis hat die Form 0 = 0, ist also allge
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3. Spurpunkte von Geraden

Def.: Spurpunkte S sind die DurchstoBpunkte der Gerade g durch di dina

Aufgabe 14.4
X

Berechnen Sie die Spurpunkte fir die Geraden g: gy | = }

Ermittelt man die Spurpunkte mi
der Koordinatenebenen wird dig
man die einzelnen Komponente

Spurpunkt x,y-Ebeng

Q\ﬁ‘

kt y,z-Ebene

N

Koordinateng . ®
Il se

tze

> oF
R

z-Koordinate N

Spurpunkt: S,,(1/4/0) Spurpunkt: S,,(—1/0/2)

purpunkte kann man
Bumliche Lage von Geraden
Pesonders anschaulich darstellen:

g:y=0 Oéoordinatengleichung: x=0

x-Koordinate Null setzen:

2—r =0
r =2

rin g einsetzen

Spurpunkt: Sy,(0/2/1)
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Ubungen
2 1
U14.1 Berechnen Sie die Spurpunkte der Gerade g: X=|4|+r| 2 |un ' ' e so,
2 -1

dass ein rdumlicher Eindruck entsteht.
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U14.2 Auf einen Turm, dessen Dach aus einer quadratischen
Pyramide besteht (s. Abbildung), treffen Sonnenstrahlen auf.
a) Ermitteln Sie die Koordinaten aller Eckpunkte so, dass
der Punkt A im Ursprung des Koordinatensystems ste

b) Zeichnen Sie ein Schragbild des Turms.
(1m £ 2 Kastchen)

c) Die Richtung der Sonnenstrahlen wird 6m

-1
v=| 4 | beschrieben. Auf de
-3

entsteht dadurch ein

- "
der Schattenflache [ ' Ab 4

gesamte Schatte

Erganze

nungen auf der

3 Lehrerselbstverlag 24.11.2013 Ursula Pirkl
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4. Lagebeziehungen bei Ebenen

Zwei Ebenen sind parallel zueinander — Es ergibt sich ein Wi

Bei der Bestimmung der Lagebeziehung von zwei Ebenen sollte mg
Rechenaufwandes darauf achten, dass entweder eine Ebene in 4
Ebenen in Koordinatendarstellung vorliegen. Damit kann man did
im Beispiel beschriebenen Félle reduzieren.

Die Normalenvektoren der Ebenen sind kollinear und alle Verfahren e

der beide bei der Losung der entsprechenden Gleichu

uf die beiden

Zwei Ebenen schneiden sich — kg8

05 Ebene 1 in Koordinatendarstellung

Ebene 2 in Parameterdarstellung

bz Ey: 2x+y+2z=1
‘~‘ 0) (-2

Eyy x=|0|+r| 2 |+s

Ebene 1 in Koorg

erfahren x, y oder z eliminieren

X+2y+22=6

Ix- y+ z=3 -1l

o

Da das LGS unterbestimmt ist,

x:3r®
folgt: 3»
z=3-r-s

0 darf man eine Variable frei . L. . . . e enae .
Einsetzen der Komponenten @z in E; ergibt: wahlen. Hier z.B.: 7z =3t Zwei Ebenen sind ide h — Es ergibt sich eine allgemeingiltige L6sung

4(3r +3s)+3(2r) + 6(3—r —s) = 36

Die Normalenvektoren der Ebenen sind kollinear und alle drei Verfahren erzeugen allgemeingultige
0 selbst sind dann Lésungsmenge.

einsetzen z in lll liefert y y=1-t

oordinatendarstellung
X =4 -4t inatendarstellung

n X, y oder z eliminieren

0+3r+9-6r

0+2r Die Ausdr werden als Vektor
3-r-3+2r dargestellt u dass sich die
Parameterdars ittgeraden g ergibt.

4 -4
1|+t -1
0 3

r+s+1+2r—5s=1
1=
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Beispiel: Schnitt zweier Ebenen, die zu einer Koordinatenachse par. 5. Orthogonale Spiegelung eines Punktes an einer Ebene

Aufgabe 14.3

Erarbeiten Sie sich das hier dargestellte Verfahren zur Spiegelung ei
(es gibt auch andere Verfahren, die hier nicht behandelt werden) inde
dargestellten Rechenschritte erlautern.

Kapitel 14
es ene E
Gegeben sind die Ebenen E;: 2x+y=7 B
Es: 4x—y=5

Gegeben sind der Punkt R(4 / -3/ 6) und
die
Ebene E: x—-2y+2z=4

Additionsverfahren:  E,: Il 4x-y=12 |

Gesucht sind die Koordinaten des
gespiegelten Punktes R'.

Schritt 1:

ung vorkommt,
GS unabhéngig von

z frei wahlbar:

2 0
0| =Schnittgerade g: x=|3|+r|0
0 r 0 1

Da die beiden Ebenen
parallel zur z-Achse
verlaufen, ist auch die o(_a_ _
Schnittgerade parallel 4rt-2(-3-2)+6+t=4
zur z-Achse

Schritt 2:

4+t+6+4t+6

24.11.2013 Ursula Pirkl
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Kapitel 15: Abstande

1. Abstandsberechnungen Punkt—Ebene
Aufgabe 15.1
Herleitung der Formel zur Abstandsberechnung Pu

Es gibt unterschiedliche Mdglichkeiten den Abstand einé einer Ebene E zu
berechnen. Die Betrachtungen sollen hier auf diggirleit sformel, die sich in den
Tafelwerken befindet beschrankt werden. Verdel i rleitung@,eser Formel, indem
Sie die geforderten Begriindungen und Erlaisiacing ®

ecke RF also der

KDa E bekannt ist, A
Betr

kennt man auch einen ors RF urzes’Fe
Punkt P auf E und \ on R zur und gibt
den Normalenein- N Abstan und E an,
: = e| nicht b
heitsvektor no.
Erinnerung: n
\ Far den Vektor
R RF gilt h|er
RF =—d-no
bstand RF

d =Abstand RF_\RF\

Fir den Vektor
RF gilt hier:
RF =d-no

1. Begriinden Sie, warum gilt: (f —p)-n,

annt. Begriinden Sie, warum unabh Lage des Punktes

24.11.2013 Ursula Pirkl
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3. Begriinden Sie, warum gilt:

Wenn R und no auf der gleichen Seite von E | Wenn Rund no a
liegen, gilt: f=r—dno.

4. Setzen Sie den unter 3. ermittelten Ausdruc ils i ' -ﬁgz 0 ein

und zeigen Sie durch geeignete Umform
Beziehungen ergeben:

R liegt oberhalb v

die bew i
Abstand eé Punktes R

von einer Ebene E:

d=[F-p) iy
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b) Abstand zwischen Ebene und paralleler Gerade
2. Abstand Punkt-Gerade

Begrinden Sie anhand der Abbildung rechts,
dass die Abstandsberechnung der Ebene E
und Gerade g identisch mit der

Ein klassisches Beispiel hinsichtlich der Berechnung des Abstandes v, nkte indet
sich im Bereich der Flugsicherung. Oft missen Flugrouten, die im Id er ehen
Abstandsberechnung zwischen dem Punkt R werden kénnen, in einem bestimmten Abstand von wichtigen Einricht elswelse von

und der Ebene E ist und somit die Formel No Tarmen verlaufen. Der Ort der Einrichtung kann dann als Pu

d= ‘(F —p)- ﬂ‘ angewandt werden kann. Ebene E

Abstand d

Aufgabe 15.3

Erarbeiten Sie sich

S Beis@id S tweise durcharbeiten und die

:0 Gegeben sind der Punkt R(3/4/4)

und die Gerade
3 1

g:x=|-5|+s|-4].
4 1

Oc Gesucht ist der Abstand des

Punktes R von der Geraden g.

Schritt 1:

vird eine Hilfsebene E in ung durch

ermittelt. Der Normalenvektor entspricht dem

it verlauft die Gerade g zur Ebenéd

24.11.2013 Ursula Pirkl
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Raum flir Notizen
Schritt 2:

Hilfsebene E: (X—F) -u=0

E

=/

Ermitteln des

Hilfsebe

¥Perechnen

entspricht dem des Punktes

3 Lehrerselbstverlag 24.11.2013 Ursula Pirkl



Oberstudienratin Ursula Pirkl

Lineare Al

selbstorganisier

ehalten: hts reserved.
auch auszugsweise, vorbehaltlich der Rechte,

aus §8§ 53, 54 UrhG ergeben, nicht gestatte
SelbstVerlag
es & Freunde GmbH, Koblenz (Ger,
ehrerselbstverlag.de

ww.f-druck.de

02-031-266



Ebenen, Geraden und Punkte im Raum

Ebenen, Geraden und Punkte im Raum
Kapite 16 Schnittwinkel
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Kapitel 16: Schnittwinkel

Raum flr Notizen

Aus Kapitel 10 ist die Berechnung von Schnittwinkeln zwischen zwei ' t. Die
Ermittlung von Schnittwinkeln bei Ebenen lauft in der Regel darauf iei
angegebenen Formeln richtig anzuwenden.

Aufgabe 16.1

Verdeutlichen Sie sich die gegebenen Formeln an berecfnen Sie die
geforderten Schnittwinkel.

a) Schnittwinkel zwischen zwei Ebe

Ne

‘nE ‘Ne
O ==
e

nittwin zw&n Ge@bene
Der Richtungsvektor der Geraden u schlieBt mit dem

90 Normalenvektor der Ebene den Winkel 3 ein. Es gilt damit:
N -u

cosP= @

e[ [d

= c0s 90°-a. = sin a, also cosf = sin a gilt, folgt:

ZWis
Gerade:

3 Lehrerselbstverlag 24.11.2013 Ursula Pirkl
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Kapitel 17: Ebenenscharen

Der Begriff Ebenenschar

Die bisherigen Betrachtungen zu Ebenen haben sich bereits auf L en Ebenen

und auf Ebenen,

bezogen. Dieses Kapitel beschrankt sich auf Ebenen, die parallel
' Izahl von Ebenen mit

welche eine gemeinsame Schnittgerade besitzen. Da es eide

und z noch einen Parameter, wie z.B. den Param

Beispiel fur eine Ebenenschar: E.: ax + 2

Ebenenscharen bei parallele

Zur Veranschaulichung findet
aus dem Bereich der F, aeh

Kollision der Flug
soll, kann g

verlaufen kg r‘)ildet 00
: Ebenenigh., aua‘ Kollisionsfreie Flugbahnen befinden sich
r ara
u )
ie Flugbahnen

llelgn auf einer Schar paralleler Ebenen.
r Eben
en sind.

Ebenenscharen bei sich scl‘%ienden Geraden

nur die E

Alle Ebenen, die als besondere Eigenschaft eine
gemeinsame Gera ' n,

edingung erfullen missen. Diese Teilmenge von
Ebenen bezeichnet man dann, wie bei den
parallelen Ebenen, al

Origkeit zu einer Ebenenschar wird in den

von parallelen Ebenenscharen ve

24.11.2013 Ursula Pirkl
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Aufgabe 17.1
Ebenenscharen bei parallelen Ebenen

Die Ebenengleichungen bei einer Ebenenschar haben in der Regel
folgendes charakteristisches Aussehen:

E:x(1+2a)x+(2+4a)y—(3+6a)z=1+a mit aelR
Fur jedes ac IR erhalt man eine Ebene, die zur Ebenens
gehdrt, wobei man flir a = 0 die besonders einfac
Ebene E, erhalt.

Eo: x+2y—-3z=1 oder

Erlautern Sie fur die Ebenenschar
Rechenschritte bzw. ergan

a) E;: (1+2a)x+ (2

(1)

(B) x+2y-3z-1+a(2x+ 6z-1)=0
\—W——J \—ﬁ/—J
E, E*

ac Ebenenschar E, als
on aus der Ebene Ey und
e E* auffassen. Hier

pene E* gilt: 2x + 4y -6z =1

Da die Normalen®

en die Ebenen

Eo und E* nur
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(5) X+2y—38z =1 Prifen, ob die Eb&
2x+4y -6z =1 Aus dem Widerspru@
0 =-1

Eo und E* g

»

®

a N durch &en von

Zur Information:

Die Ebene E, gehort zur E die
Ebene Eyerzeugen kagn. D
Ebenenschar, gelg gch gibt, mit

dem sich durch jEeizZg

zwar pggal len Ebe
ensgha es kein a
e E* Re n lasst. \‘
- ,A
[ 4

iner E

Aufgabe 17.2

m folge atz Gberpraft werden:

‘ ‘ =b-M mit belR

Beispiel 1:

einer parallelen Ebenenschar

die sich durch Einsetzen einer Zahl a< IR
Um zu prifen, ob eine Ebene M ebenfalls zu

atlicht w chort Jede
E. ergib ser Eb, n
ene M§ formen kénnen, dass sie der Berechnungsvorschrift

Die Ebene M: 3x+6y—-9z=2 bzw. 3x+6y—-9z—-2=0 entsteht durch Einsetzen von 1 in die

damit zur Ebenenschar E,. Damit muss der

Unbekannten, namlich mit den

ichung: (1 +2a)x+ (2 +4a)y -
Ea

rartigen Gleichung kann mit

(3+6a)z-(1+a) =

Die L

n E, und b - M Gbereinander schrei

E. (1+2a (2+4a)y — (3+6a)z—- (1+a) =0
b-M: 3bx + 6by — 9bz — 2b =0

ientenvergleichs
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Schritt 2: Wenn beide Seiten der Gleichung E,= b - M identisch sind, dann

Koeffizienten identisch sein. Koeffizientenvergleich fihrt zu einem

Koeffizienten von x | 1+2a = 3b
Koeffizienten von y I 2+4a = 6b
Koeffizienten von z " 3+6a = 9b
Ausdruck ohne Variable \Y] 1+a =

Schritt 3: LGS loésen:
I -2IV = -1=-b
binlIV = a =1
abinll = 6
a,binlll = 9
Ergebnis: Das LG |t ist der E.=b-M erflllt, und es
ist rechne gn, dass eM zur char E. gehort.

iel 1 Verfa oeff|2|entenvergle|chs gezeigt, dass die
t zur Ebenensc ort, da tz E,=b-E* zueinem Widerspruch fihrt.
1+2a 1+a _2bx+4by 6bz-b

Auch hier wird die Lo

mit H|Ife eines Koeff|2|entenvergleichs schrittweise ermittelt.

Schritt 1:

Die Ebenengleichungen E. und b - E* (ibereinander schreiben:

eiten der Gleic
effizienten identisch sein. Koeffiziente

Koeffizienten von x | 1+2a =
Koeffizienten von y Il 2+4a =
Koeffizienten vo " 3+6a =

1\ 1+a =

Schritt 3:

s LGS lasst sich nicht widerspruchsfrei l6se

amit ist der Ans
rflllt und es ist rechnerisch nachgewiese '
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Wenden Sie das Verfahren aus Beispiel 1 und 2 an, um zu zeigen, dass di ene +3z=0 Aufgabe 17.3
zur Ebenenschar E, aus Aufgabe 17.1 gehort:

Priifen Sie, ob es sich bei einer Ebenenschar um eine Schar aus parallelen

Erlautern Sie fir die Ebene E.: (2 + 2a)x + (2 + 2a)y — (3 + 3a)z=1 + 24
und Rechenschritte.

(1) Ep:2x+2y—-3z=1

(2) Ey:4x+4y—-6z=3

Ienvekto& E, und E;

ind, kbnnen die Ebenen E,

oder

sein. Damit ist E, eine Schar

indem man die vektoren von zwei beliebigen Ebenen der Schar auf

24.11.2013 Ursula Pirkl
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Aufgabe 17.4
Ebenenscharen bei Ebenenbiischeln
ch auf

Grundlegend kann man die bei den parallelen Ebenenscharen erf
Ebenenblschel Gbertragen.

Die Struktur der Gleichung firr ein Ebenenblschel ig
vergleichbar mit der Gleichung fir eine Ebenenscha
parallelen Ebenen. Fir a€ IR soll folgendes
betrachtet werden.

Ex(1-2a)x+(1-3a)y+(1+a)z=1+

oder

E.: (1-2a)x + (1 —3a)

R
d o‘

Zeigen Sie durch

Wene E* gehdrt zwar zum Baschel mit
ragergeraden g, jedoch nicht zur
benenschar E..

Raum far Umformungen: 9

ugehoérigkeit einer Ebene E zu einer

erlegungen hinsichtlich der Uberpriifung, ob eine Ebene zu ei
der Betrachtung bei den parallelen Ebene ren auf Ebenen
d fiir die Uberpriifung auch hier der Ans M verwendet
g mit Hilfe eines Koeffizientenverglei

har gehort,
ragen werden.

tehende
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Beispiel 1:

Prifen Sie, ob die Ebene
M: —x-2y+2z=3 bzw. —X—-2y+2z2-3=0
zur Ebenenschar E, gehért.

Der Ansatz E, = b - M fiihrt, wie bei Scharen paralleler E
Unbekannten, namlich mit den Variablen x, y und z sowie
mit Hilfe eines Koeffizientenvergleichs geldst wer

Gleichung: (1-2a)x+(1-3a)y+ (1 +a)z

Schritt 1: Die Ebenengleichun

r
a)z 9—0
2bz\ 3b =0
b M id , dann mussen die
ntenve uhrt zu einem LGS:
Koeftizienten v

II\&
Ausdruck ohn
LGS |<5senV °$

-1V = 2=2 = b=1

Schritt 2:

—2b

—3b

binl

=b - M erflllt, und es
a gehort.

Das LGS lasst sich widerspruchsfrei I6sen. D
ist rechnerisch nachgewiesen, dass die Ebene M
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Beispiel 2:

Die Ebene E* von Aufgabe 17.4 geh6rt zwar zum Ebenenbuschel mitder Tr edoch nicht
zur Ebenenschar E,, da man durch Einsetzen einer Zahl a die Eb n. Zeigen

Sie, dass der Ansatz E,=b - E* zu einem Widerspruch fihrt.

Gleichung: (1-2a)x+(1-3a)y+(1+a)z—(1+2a)=

Schritt 1: Gleichungen Ubereinander s
Ea: (1 —2a)x+ (
b E*: 6Q
Schritt 2: Wenn belde Sgng E.=b" |sch sind, \ussen die
eff|2|ente h fuhrt | LGS.
X

—2b o
‘Q

R

Ergebnis:

= Widerspruch

Das LGS fuhrt 2u elnem Widerspruch. Damit ist der Ansatz E, = b - E* nicht erfillt, und die
Ebene E= schon erlautert) nicht zur Ebenenschar.

agergerade bei einem Ebenenbiischel bestimmen

Far die Bestimmung der eraden gibt es zwei Verfahren.

entanten einer

Verfahren rade von zwei moglichst ei

sweise die Schnittgerade von

nschar wie in Aufgabe 17.5in E, = E

24.11.2013 Ursula Pirkl
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Ubungen

U17.1 Bestatigen Sie durch Rechnung mit Hilfe von Verfahren 1, das

Es: (1-2a)x+(1-3a)y+(1+a)z=1+2a dieTra crade 3 | besitzt.

Qe & >
RO

X+3y—z=1undF:x—-2z=2 eine G,, zu der

eine Ebenenschar H,, zu der die Ebene
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—2 mit Hilfe Raum flr Notizen
jedoch nicht

U17.3 Ermitteln Sie die Tragergerade g zur Ebenenschar E,: (a — 1)x + 2
von Verfahren 2, und geben Sie eine Ebene an, welche die Trage

a+
ege

zur Ebenenschar E, gehért. (Zur Kontrolle: g: X=

3 Lehrerselbstverlag 24.11.2013 Ursula Pirkl
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Kapitel 18: Grundlegendes zu Matrizen

Der Begriff der Matrix und die Rechenregeln fir den Umgang mit Maigizen w.
hundert bekannt. Die Bedeutung der Matrizen fir die Anwendung gedoc
kann Matrizen beispielsweise bei der Verschllsselung bzw. Kodie
Produktions- und Transportprozessen sowie flr die Transfognation
Programmierung von Robotersteuerungen und vielem m
wird der Einsatz der Matrizen auf die Anwendung bei Jinea
Rechenoperationen flr Matrizen beschréankt. Daru ina
kénnen Tafelwerken und Schulblchern entnommen

Begriff Matrix

ente einer Matrix A
n mit a,, oder fir eine
rix B mit by, angegeben.

Die erste Ziffer gibt die

Als Matrix bezeichnet man ein Zahlenfel
Zeile m an.
Die zweite Ziffer gibt die

kommen nur Matrizen mit gleic hi il
quadratische Matrizen.
Quadratische M Eben R? =
Qua tri [
‘ Spalte n an. /
A e Q‘ \6
und Su rak@on Magi o
Ergafzen Sie im fol den Beis& ende Zahlenwerte, erlautern Sie anschlieBend, wie man zwei

Matrizen addiert.

Addition im

w. subtrahiert, indem man die an den ents

addiert bzw. s
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Aufgabe 18.2
Multiplikation einer Matrix mit einer reellen Zahl r

Verdeutlichen Sie sich die Vorgehensweise am Beispiel und erganzen nd im

Text fehlenden Angaben:

2 1) (4 2
Multiplikation im R® 2. =
3 5) (6 -10

oder im R®

27

Man multipliziert eine Matrix mit einer reellen Za er Matrix

mit der Zahl r

Aufgabe 18.3
Multiplikation einer Matri

a) Verdeutlichen Sie
im Text fehlenden An

entspricht dem Skalarprodukt
er Matrix mit dem Spaltenvektor.

AR

-1+ 8 +__ 16
Multiplikation im R® =|__+20+18 |=|34
-+ -2
Eine Matrix A wird mit eicg - iziert, indem man jedes Element in einer der

o drei Produkte anschlieBend zeilenweise

piichen Sie sich durch Berechnung des folgenden cr Multiplikation der

atrix mit einem Vektor x =

rch die
ultiplikation
entsteht ein Vektor.
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Aufgabe 18.4

Multiplikation einer Matrix mit einer Matrix

Verdeutlichen Sie sich anhand der Graphik die Vorgehensweise b quadratischen
Matrizen mit drei Zeilen und 3 Spalten und ergénzen Sie imJext fe

a) entsteht durch Multiplikation

@s urch Multiplikation
von B.
\ rch Multiplikation

A mit %@ von B.

er2 Zej & ntsteht durch Multiplikation

mlt der von B.
‘ . Eleme . Zeile von C entsteht durch Multiplikation
"=

il @ 3. Element der 3. Zeile von C entsteht durch Multiplikation

b) Ubertragen Sie das Verfahren zur Multiplikation auf 2x2 Matrizen und bestétigen Sie das angegebene
Ergebnis fir die h Nachrechnen:

von A mit der von B.

der von A mit der von B.

Sie die angegebenen Ergebnisse
atrizenmultiplikation das Kommutativgesetz n

begrinden Sie damit, dass fur

2 9 6
10 2 11
7 4 13

rizenmultiplikation ist nicht kommutati Produkte A-B

24.11.2013 Ursula Pirkl
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d) Bestatigen Sie mit Hilfe der Matrizen A, B und C, dass das Assoziativgesetz
die Matrizenmultiplikation gultig ist:

A:(1 2) B:[—1

3 1 -2 3
1 2) [(-1

A-(B-C)= 3 1){(—2

(A-B)-C

-C) = -C far

Qer ein Skalar bzw. Zahlenwert

wendbare Informationen, auf die an dieser
. Es wird hier jedoch jeweils an einem Beispiel
3x3 Matrix die Determinante berechnen kann.

Anstatt den Ausdruck Det vor die Matrix mit runden
Klammern zu schreiben, kann man die Matrix auch mit
arstellen. Die Elemente
der multipliziert.

Zeigen Sie, dass sich fu
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b) Determinante bei einer 3x3-Matrix

Die ersten beiden
Spaltenvektoren d
Matrix werden hintd \»

angehang

Auch hier kennzeichnen die
beiden senkrechten Striche,
dass die Determinante der
Matrix berechnet wird.

a b c) |ab ‘} 2 lemS®Punter anlen Linieh
DetA=Det|d e f|=|d ‘4’ e AN multiplizegt.
g h i) lg Wiy DaNProdukt e \1 positi

—ceg —afh —bdi aei bfg

\Y/
orzeic von ob ewach
untegre It|p||z ert
Det A =aei+bfg+cdh—ce r t erhlt &tlves
en we en rechts nach
|nks myy wird. /

den Wert 1* hat.

g: Sie werden spéater in Ubung 22.1 lernen,
Drehmatrix ist. Bei einer linearen Abbj
immer den Wert 1. (vgl. auch Kapj

3 Lehrerselbstverlag 24.11.2013 Ursula Pirkl

Lineare Abbildungen

-124- Grundlegendes zu Matrizen Kapitel 18

Aufgabe 18.6
Besondere Matrizen
a) Die Einheitsmatrix

1 00
Die Matrix E=|{0 1 0| wird als Einheitsmatrix E begeichn
0 0 1

Weisen Sie am folgenden Beispiel nach, dass f{
Einheitsmatrix E gilt: A-E=A und auch E-

ix A bezeichnet. Man schreibt fur B auch A™".

noperationen, hier vor allem das Berechnen von in
egel eines umfangreichen Rechenaufwands bedurfen, ist
enden. Erarbeiten Sie sich ggf mit Hilfe der Bedienungsanleitu
atrizen lhren Taschenre kénnen und wie Sie mit Hilfe
Matrix invertieren kd

vertieren von Matrizen),

r Multiplikation von
echners eine




Oberstudienratin Ursula Pirkl

Lineare Al

selbstorganisier

ehalten: hts reserved.
auch auszugsweise, vorbehaltlich der Rechte,

aus §8§ 53, 54 UrhG ergeben, nicht gestatte
SelbstVerlag
es & Freunde GmbH, Koblenz (Ger,
ehrerselbstverlag.de

ww.f-druck.de

02-031-266



Lineare Abbildungen

Kapitel 19 Projektion -125-

Kapitel 19: Projektion

beispielsweise Spielablaufe, die im dreidimensionalen Raum stattf
Monitors dargestellt werden. Das bedeutet unter Verwendung der
dreidimensionale Raum R® auf die zweidimensionale Fla

Projektionen in der Ebene betrachtet.

Aufgabe 19.1

Projizieren Sie die Punkte in der x,y-Ebe

Gerade gg: y = 0,5x oder in ve

t wird:

2rt werd 1
" @\I
n&e ea

Geben Sie jeweils di
eingezei

Abb. 19.1

C(__ /1 ) —— C(_1_)

D/ ’

y) der Ebene durch Projektion in Richt
y') auf der den gg zugeordnet. Man nennt eine solch
(also des zweidimensionalen Raumes R?) auf eine Gerade (a

den gp ein
eine Abbildung
indimensionalen
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b) Ermittlung der Abbildungsvorschrift in Form einer Projektionsmatrix

Schritt 1:  Bestimmen der Geradengleichung der Projektionsgeraden gg
Projektion vorgibt
. ~ Ein beliebiger Punk
gr: X' = X +s| Ortsvektor %
X (x o ] projiziert (¢
9 v )Ly 1
Schritt 2: Die in Abb. 19.1 eingezeichnete P

Bildpunkt von E liegt im Schnittp
hier also im Ursprung. Wenn Si nkt B zeighnen,

erkennen Sie, dass der Bi Bildger der
Projektionsgeraden lie
Ergénzen Sie: & \‘

ildpunkt X| eliebig s X liegt im

Far alle Punk
gs- D.h. man berechnet

e

a{&

Projektionsgeraden. Verdeutlichen
e zur bisherigen Schnittpunktsberechnung

und Berech

- echensc‘
.
ot

| 2r=x+8s

Paramet

eu:
In der Geradengleichung hat der
Stutzvektor keine eindeutigen
Zahlenwerte, sondern ist variabel.

Neu:

Der Parameter s nimmt
nun keinen Zahlenwert an,
sondern ist von x und y
abhéngig.

nen des von x und y abhangig® D Einsetzen von s in die

rojektionsgerade ge.

X' =
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Kapitel 19

c) Anwenden einer Abbildungsmatrix Aufgabe 19.2

Die folgende Aufgabenstellung verdeutlicht die Anwendung der unjer b) [ [ Eigenschaften der Projektionsmatrix
in Bezug auf die in Abb. 19.1 dargestellten Punkte. Verdeutlich
Beispiel von Punkt A, berechnen Sie anschlieBend analog daz
von B, C, D und E und vergleichen Sie die Ergebnisse mijder A

Anhand des Beispiels von Aufgabe 19.1 sollen nun wichtige Eigenschaf
dargestellt und neue Begrlffe wie lepunkt und Bildmenge SOWIe Kern e . ) ert werden.

7\
W= Wl

W= W

I

Geometrische Erlauterung:
Eine einmalige Anwendung der z versc
die Bildgerade. Alle Pun

W= Wl
Wl W

en Punkt auf

punkte und
zwelm mander erst auf den
et, WII’ ebnls de Abblldung nicht mehr

vektor der@den E %envektoren der Matrix A und
O a4l
1 ' ngsm® 1 1 J
3 3

nvektorenMildungs ind linear abh&angig und entsprechen dem

der@geraden.

Punkt und danach a
verandert.

c) Fixpunkt

edeutung der Begriffe bei einer

s . - % % x) (X nktmenge liefert
z Fixpunktmenge: A-x=x = P =
usammenfassung: Projektion auf eine Gerade im R? 3 3)\Y y
_ Zu l6sendes LGS: 2x+2y=x
Mit Hilfe der Gleigh 20 man bei der Projektion eine die Koordinaten des L el
Bildpunktes 3 3XTyy=y
%x + §y= 0 Beide Gleich
Il 2x-5y=0 = x-2y=0

g, die man mit éiner Gleichung der Form Ax=x' bes
bezeichnet. Bei einer linearen Abhiddung auf eine G
e immer auf einer Ursprungsgeraden.

n, wird als rgebnisses:
die

24.11.2013 Ursula Pirkl
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Aufgabe 19.3
Ansatz Kern: A-

Projektionen im Raum

x|

Il

o!
7 N\
W= wlno
W] W
N—e
A/

Die Erkenntnisse zur Projektion in der Ebene kdnnen im Wesentlichen a
werden. In der folgenden Aufgabe werden die Punkte des Raumeg in Ric
geraden g, auf eine Projektionsebene bzw. Bildebene Eg projizi i
ist die Projektionsebene eine Ursprungsebene.

= —X und damit die , .
or 1 0 . - adranten:
er Projektion auf Projektionsebene:  Eg: x=r|0 |+t| 1

0 1
ist hier \ oder

ar, weil alle
n Punkte auf
eraden liegen,
eine einheitlich
schreibbare Bildmenge
haben.

Zu lésendes LGS: | 2x+2y=

Interpretation des Ergebnisses:

Ansatz Bildmenge: A -x
Eg: y—2z=0

Zu l6sendes LGS:

Projektionsrichtung: gp"

uy =%x' umgeformt werden und

ntspricht unktmenge oder der Menge aller

‘0 BiId$ der Bildgeraden.
rojiziereg Sie unkte Qene in Richtung der Geraden y = —%x auf die x-Achse.
iew

‘
‘0 &

ojektionsgeraden gp. Diese Gerade gibt die

a) Er
rit Bestimmen der gleichu
Verschiebung ng bz @onsrichtung an, in der ein beliebiger Punkt X(x/y/z)
uf die B@ zw. Pro ebene projiziert (geschoben) wird.

FlUhren S erechn Heft durch.

a) Zeigen Sie anhar%wer Zeichnung, dass der Punkt P(-1/2) auf den Punkt P'(5/0) o 0 ? X' X 0
abgebildet wird. Op: X'=X+s| -1 er y'|=|y |+s]| -1
b) Zeigen Sie durch Rechnung analog zur Aufgabe 19.1, dass sich als Projektionsmatrix die z' 7 )

Schritt 2, hstoBpunkten der Geraden g, durch die
Einsetzen von g, in Eg liefert den

smatrix A linear abh&ngig sind und

ichtungsvektor der Bi
Bestimmen Sie analog zur Aufgabe 15%
bei der Projektion und interpretieren Sie di

, den Kern und die Bildmenge

Projizieren Sie die Punkte der x,y-Ebene in Richtun
(orthogonale Projektion). Fihren Sie die Berechnunge
a) Zei eichnung, dass der Punkt
Fixpunkt ist.

analog zur Aufgabe 19.1, da

—x auf die Gerade y = x

unkt P'(6/6) abgebildet

jektionsmatrix die

rprifen Sie, oD%gilt: A-A=A%=A

berprifen Sie, ob die Spaltenvektoren der
dem Richtungsvektor der Bildgeraden en
) Bestimmen Sie analog zur Aufgabe 1
bei der Projektion und interpretie

bildungsmatrix ngig sind und

3 Lehrerselbstverlag 24.11.2013 Ursula Pirkl
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b) Anwenden der Abbildungsmatrix auf Punkte im Raum 1
Zeigen Sie, dass der Punkt P(3/9/6) auf den Punkt P'(3/8/8) abgebjldet wi nkt Q(3/1/1) Die Spaltenvektoren der Abbildungsmatrix lassen sich in der Form | O dars und
und alle Punkte R(r/0/0) auf der x-Achse Fixpunkte bei der Abbj ind. 0
10 0 sind linear . Die Spaltenvektoren entspreghen de
P(3/9/6) =p'=[0 2 1
2 1
3 3

Ehen n wie
n Sie di ren auf

\g

R/ _/ )

0 e 19 8} Il und Il sind identisch: = y—-z=0
aften d ro®®ionsm o
Inter n des ErgSgudes: 01 em unterbestimmten LGS sind zwei Variablen frei

Analog zu den Untersuchung n Eigenschaften von Projektionsmatrizen in der Ebene wird nun bar. Wahit man x = r und z = s ergibt sich aus
die Projektionsmatrix aus Auf 19.3 untersucht.

x=r|{0|+r| 1| oder nach Umrechnung die Ebeney -z =0

a) Zeigen Sie durch Bere Produkts A-A = A?, dass auch bei einer Projektion im Raum der

richt die Fixpunktmenge der Projektions-

[6sendes LGS:

ch:= 2y+z=0

r Projektionsebene mit de en der Matrix A und

Ibar. Wahlt
0 1
+t| 1| Projektionsmatrix: A=|0

1 0

whd whd O

Ursprung des Koordi
liefert die Richtu
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K
1 0 O 0
i) A= 0 1 0/, wenn man in Richtung des Einheitsvektors e—3 =10 (x-A rojizi
-1 -1 0
abgebildet

Interpretation des ie Bi j [ ®Damit handelt es sich bei
Ergebnisses: ; 0‘ ae
% ¢ X s &
9 \0 Ergénzen Sie: ? \0
@ en drei n Jeweils eine Spalte mit

‘ Bei der Projektion i '
+ wahlt. '&le durch entsprechende —
@ @ s e, ent le ___ Spalte dem

bild n erge Nullen auf. Bei Proje
, wenn man@&Mng des wgektors a =| 0 | (x-Achse) projiziert.

Nl
&

1
Ansatz Bildmenge: 0
0

A-x=x'
Zu l6sendes LGS: [

X wh whd O

Links vom Gleich-
heitszeichen ergibt
sich Null.

Aufgabe 19.5

Bedeutung der Ein

—

kt ht die 2. Spalte dem Nullvektor.
nt

vektors *
e @e ____ Spalte dem Nullvektor.

ne E: y —z =0 in Richtung der

0 3 00

19.4"Wdrde bei dwktion auf

eraden é
0

+s| 1| die P ktionsma@ 0 2 1| ermittelt. Setzt man in der
2 9 0 2 1

Projektionsgeraden fir den Vektor x nacheinander die Einheitsvektoren e, e, und e, ein und

1
3

wl= w|=

berechnet die Durc
FlUhren Sj

sebene E, erhalt man deren Bilder e,’, e, und e, .
anzen Sie den nachfolgenden Satz.

, wenn man in Richtung de (y-Achse) projiziert.

in Eg = 1-s-2s=0 = s=

W= W= O whd whd O

Einheitsvektoren entsprechen den
atrix. Damit kann man die Projektions

iber die Abbildu

24.11.2013 Ursula Pirkl
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Aufgabe 19.6

Raum flr Notizen

Untersuchung auf Existenz einer inversen Matrix bei der Projektion

Aus Aufgabe 18.6 wissen Sie bereits, dass es zu einer Matrix A a
kann und dass gilt: A-A™" =E

In den folgenden Rechenschritten werden diese Zu untersuchen, ob
zu einer Projektionsmatrix A eine inverse M 3 ie di ) bis (5) und

erganzen Sie die Licken im Text.
(1) Wenn A™' existiert gilt: A-A"'=E

(@)

in Widerspruch zur Zeile (1), da das Produkt einer

inversen Matrix die

inverse Matrix A™".

Ergebnis: Bei eine istiert zur Projektionsmatri

24.11.2013 Ursula Pirkl
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Kapitel 20: Spiegelung

Aufgabe 20.1

Im Rahmen dieser Aufgabe wird entsprechend
zur Projektion eine Spiegelmatrix ermittelt und
anschlieBend die Eigenschaften dieser Matrix

untersucht. B’

Wie bei allen "linearen" Abbildungen ist die
Ebene, an der gespiegelt wird, eine
Ursprungsebene.

>
< v

Hier wird die Ebene E: x—y =0

o Abb. 20.1
in Richtung der Geraden g :

gespiegelt.

Schritt 2:  Wie Sie bereits im Kapitel 14 Aufgabe 14.3 gelernt haben, benétigt man zur Berechnung der

Koordi unktes die Koordinaten des DurchstoBpunktes S
e Fbene E. Die Berechnung liefert den Parameter s.

Koordinaten des Spiegelpunktes analo

—2X+2y

-X+2y+0
=| O+y +0
2Xx-2y+z

z+2x-2y

— Spiegelmatrix: S=

24.11.2013 Ursula Pirkl
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b) Anwenden der Abbildungsmatrix S auf Punkte im Raum

Zeigen Sie, dass der Punkt P(—2/0/3) auf den Punkt P'(2/0/-1)
Q(2/2/3) und alle Punkte R(0/0/r) auf der z-Achse Fixpunkte bei der

'\ 4

gelma$
jek 'onsr@en wej piegelmatrizen charakteristische Eigenschaften auf.
a) Wender*sie die SpiegeMtrix auf d kt P' aus Aufgabe 20.1 b) an und erganzen Sie den
folgenden Satz. 9

P'(2/0/-1)

= = = P"(__/_/_)=P

iche Matrix noch einmal

alt man den

er gilt bei einer Spiegelung S-(S-x)=S-S-x=82 - x =X t S-S =52 muss

daher der Zusamme [llt sein.

S-S =82 fir die Matrix aus

Zeigen Sie dass bei einer
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Kapitel 20 Spiegelung -139-
b) Fixpunktmenge, Kern und Bildmenge bei einer Spiegelung

Die Berechnung von Fixpunktmenge, Kern und Bildmenge erfolgt ach d hren wie

bei der Projektion. Arbeiten Sie die Beispiele durch, und wende Ve chfolgende

Ubungsaufgaben an.

-1 2
0o 1

0

Ansatz Fixpunktmenge: S-x =X

Zu l6sendes LGS:

\0‘3
nd 1l sin% h: = x-y=0

QZWGI Va re| wahlbar Man erhalt

Interpretation d
Is Los

or eine E |e der Ebenex—-y =0
ents mit ent e Fixpunktmenge der
ene, d. kte auf dieser Ebene werden auf
Ibst abg U iy

Zu lésendes LGS: 90 I —x + 2y

=0
I y =0 > y=0
2x - 2y+ z =0
in | = x=0
= z=0

ge aller Punkte an, die auf den

f den Ursprung gespiegelt
icgelung jedoch nur der

ere Punkt einen vom

at. Dieses Ergebnis ist

werden.

Ursprung verschie
daher charakteristisc
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Ansatz Bildmenge: A - x = x’ 0 1 0f|y|=Y'

Zu l6sendes LGS:

Links vom Gleichheits-
zeichen ergibt sich
durch die Addition
nicht Null.

22

nicht so lasst, dass

or
ull*ergibt, amu\ rgebnis der

ht, exis e Bildmenge. Das

' [ i jeder Punkt
i ildet wird und somit keine

[ ' nge vorhanden ist.

z einer |‘Q Matri @plegelung

18.6 wiSsen Sie ®ass 686 atrix A auch eine inverse Matrix A™' geben

gilt: A A-1
wissen Sie, dass bei Spiegelungen gilt: S® = E.

Interpretation des Ergebnisses:

Aufgrund Uberlegung S Aufga

In den folgenden Rechenschritten wgn diese Zusammenhange angewendet, um zu untersuchen, ob
zu einer Spiegelmatrix S eine inverse Matrix S™' existiert. Erlautern Sie die Zeilen (2) bis (5) und
erganzen Sie die Lucken im T
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Raum flr Notizen

(5) E.-S'=S
oder S'=8

S
2
'Qlegell@?

ob

Ubunge 60 *Q
i 1 @ Sie die OW‘Spieg(@;er Ebene x —z =0 in Ihrem Heft.

G

rt, gilt bei

Ergebnis: Wenn eine invers

[O 0 1]

iXx S={0 1 0] ergibt.

1 00

ft S% = E erflillt ist.

ktmenge der Spiegelebene entspricht.
der Abbildung dem Nullvektor entspricht.
Bildmenge existiert.

a)

) ZeigeNgRi ss die Ei
c) Zeigen
d) Zeigen Sie, dass
e) Zeigen Sie, dass

ie durch Rechnung, dass es sich bei der

e orthogonale ndelt, indem Sie die
unktmenge, den Kern und die Bild

24.11.2013 Ursula Pirkl
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Kapitel 21: Zentrische Streckung aus dem Ursprung
Aufgabe 21.1

Eigenschaften von Streckmatrizen bei zentrischer Streckung

dass man Vektoren durch Mu
verldngern bzw. verkirzen u
kann. Neu ist nun, dassgi

Abb. 21.2

Vorgehenswgi f Vektore m
> entsprec @treck tg
X

x+0 u 0)-
=u = = X
y 0 +uy 0 u
%,_/
Streck—
matrix
E Ebene

n Sie: Eine Streckmatrix erkennt man

Zahlenwerte stehen und in allen restlichen Feldern eine

c) Eigenschaf

Igenden Angaben, inwiefern d
sprung von dem Zahlenwert u in d

rgebnis bei einer
matrix abh&ngt.

in Richtung des Vektors x

d bildet x auf si
Streckung vor.

A entspricht der Einheitsmatrix
Damit liegt fir u = 1 keine z

Verklrzung des Vek

3 Lehrerselbstverlag 24.11.2013 Ursula Pirkl
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Abbildung des Vektors x auf den Ursprung. In diesem F t kei
zentrische Streckung vor.

Punktspiegelung am Ursprung mit Verkirzung d
Punktspiegelung am Ursprung

Punktspiegelung am Ursprung mit Strec

Fixpunktmenge: Ax

Il
x
O O C

Loésen des LGS:

Interpretati Fixpu alle Pu t, die auf sich selbst
Ergebnis gebildet yger kann, wi rgebnis zeigt, nur der Ursprung
die Fixp der Nullvektor wird auf sich selbst

nge sein, Ay
abgi
0

o

Losen des LGS: ux =4 x=0 0
uy =0 y=0 = x=|0
z=0 0

den Ursprung abgebildet werden.
livektor, da auBBer dem

Ursprung sel n Ursprung abgebildet

wird.

Bildmenge:

Losen de
X, y und
madglich

Jeder Punkt hat einen ind
einheitlich anzugebe
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Wenn man die Betrachtungen zur Herleitung der Drehmatrix um die z-Achse auf die x-

Kapitel 22: Drehungen [
und y-Achse Ubertragt, ergibt sich folgender Uberblick uber Drehmatrizen:
Aufgabe 22.1

Die Betrachtung von Drehungen beschrankt sich hier auf die Dre achsen. In der
folgenden Abbildung ist die Drehachse die z-Achse und zeigt nach erebene

heraus. Die Position der Wolke vor und nach der Drehung n des Punktes X bzw.
X' angegeben. Verdeutlichen Sie sich die Herleitung der hung um die z-Achse,
indem Sie die Umformungen erlautern.

Drehung um die x-Achse Drehung um die y-Achse chse

—-sin —-sing 0

sing cos¢g O

€3

1 0 0 cosp O
M, =0 cose -sing M, =| O 1
0 sing coso sing 0

Yy A
Aufgabe 22.2

a Q Berechnen Sie

a) die Drehmatrix bei einer Drehung

X
b) die Drehmatrix bei e

* S 7 c) die rehung Qum di ‘Q = o
der Additionsth “vgl Taf

)= smoz»coscxs Aufga V
cos(a + @) = CoS 0.COSP — sina,

Eigenschaften von Drehmatrlzeng

ergeben sich folgende Umformungen bei der Herleitung der Drehmatrix um die z-Achse. Erlautern Sie
die Schritte (1) bis (4).

cosg —sing O
envon M, =| sinp cosg¢ O

Spaltenvektoren

rcoso.cos@—rsinasing
rsina.cos @ +rcososing
z

cos@ —sing 0
singp cosg 0 |x=Mx
0 0 1

Drehmatrix

24.11.2013 Ursula Pirkl
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b) Orientierung der Spaltenvektoren d) Fixpunktmenge, Kern und Bildmenge bei Drehmatrizen

Zeigen Sie anhand der Drehmatrix um die z-Achse durch Berechnyng de Aje b er Lange Fixpunktmenge: Bei einer Drehmatrix werden nur die Punkte der Drehaghse a

der Spaltenvektoren, dass gilt: Alle Spaltenvektoren einer Dr sin orthogonal. Daher ergibt sich bei der Fixpunktmenge die Dreha
Achse als Losung.

Def.: Orthonormale Matrizen Kern: Der Kern liefert alle Punkte, die auf den Ur

Ibst kein weiterer

e‘\ <

en Sie%\@?ggf. in

X
e
.t

o 3&‘0
ey 9é°

man orthonormale Matrizen Punkt auf den Ursprung abgebildet

, Bildmenge: Eine einheitliche Bildmenge i
Ccos@) (—sing

a,-a,=| sing |-| cosg |=—-cos@sin

Ubungen

U22.1 Ermitteln Sie fir die folgen
Vielfachen von /2

ur A=a,, +a,, +a,

Zeigen Sie, dass die Matrix D = ie z-Achse bewirkt. d) 270° um die z-Ac

24.11.2013 Ursula Pirkl
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Kapitel 23 Verkettung von linearen Abbildungen -149- -150- Verkettung von linearen Abbildungen Kapitel 23
Kapitel 23: Verkettung von linearen Abbildungen (4) 0 0 0
Aufgabe 23.1 M=B-A=|0 0,25 O
0O O

a) Fur ein Computerspiel soll die dreidimensionale

Umgebung einer Burganlage auf 25% der - 0 0 0
urspringlichen GréRe verkleinert und auf die y,z- M-p=/0 0,25 O
Ebene des Monitors projiziert werden. Erlautern 0 0 025

und erganzen Sie die nachfolgenden
Rechenschritte:

N= AB—0025

Burga 5° um die z-Achse gedreht und dann in

auf die y,z-Ebene des Monitors projiziert werden.

ein Rlct‘ing aerade

Erlautern Sie die nachfolgenden n und Rechenschritte und erganzen Sie fehlende Angaben:

24.11.2013 Ursula Pirkl
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c) Ergénzen Sie anhand der Ergebnisse aus (6) in Aufgabenteil a) und (5) i
folgenden Sétze:

(2.3) 1 0+0+0 000
X'=x-x|-2|=|2x+y+0|=[2 1 0]x
0 0 1

Bei einer linearen Abbildung werden, wie im Aufgabenteil a) und b),

000 nacheinander angewendet. Man bezeichnet das als Verkettung von
=B={2 1 0 . —_ , ,
00 1 e Die Verkettung zweier linearer Abbildungen kann durch der beiden

Abbildungsmatrizen berechnet werden.

(3) P(4/8/12) o Es gibt Verkettungen, bei denen die Reihe ne Rol P diesem

Fall sind die Ergebnisse der Produkte A .
e Es gibt Verkettungen, bei de di B AV |edI|ch
sind. Bei diesen Verk Abbild Rolle.

, in der

die A™™IUNng A zu die Aba\ danach durchgefihrt wird, gilt far die

e Abbildwe i §

24.11.2013 Ursula Pirkl
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Kapitel 24: Uberblick lineare Abbildungen Ax =x'

Abbil- .
dungsart Darstellung / Informationen

Bei einer "linearen" Abbildung Ax=x'
sind Projektionsgeraden und
Projektionsebenen sowie

Alige- Spiegelgeraden und Spiegelebenen

meines | immer Ursprungsgeraden bzw.
Ursprungsebenen.
Werden zwei A
nachemander_ Mat beSchreibt
gesamte ARbild

Verkettung ig '
nn folgt fig

1

3 Lehrerselbstverlag

. Es existiert keine inverse Matrix A™".

. Ist ein Spaltenve

gAbbiIdung,

B beschr weite Abbildung,

erkettung M:
M=B-A

infalige Abbildung projiziert jeden

kt P im Raum auf die Projektionsebene.
Alle Punkte P' liegen auf der
Projektionsebene und sind Fixpunkte. Es gilt:
1. Abbildung: x'=AX

2.Abbildung: x " =Ax'=A(Ax)=A2X

=

Beweis:
Wenn A existiertgilt: A-A™" =E

A(A-A") =AE
(AA)-A" =A
A-AT =A

= Widerspruch!

von A sind linear

A liefern die
tionsebene.

oren entsprechen

Ansatz fiir 1. SpY su etc.

Nullvektor, so
antspricht die Projd ng der
htung des entsp

eitsvektors.
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Abbil- . .
d Darstellung / Informationen Eigenschaften der
ungsart
Spiegelung

Zentris
Streckung

aus
Ursprung

Drehung

Drehwinkel p

Drehrichtung
immer gegen

S

d&

&aeckmatrix hat immer die Form:

u 0 0 100
A=/0 u OlundA'=|0 1 0
00 u 00 1

Das Abbildungsergebnis ist abh&ngig von u:

u>1 = Streckung in Richtung von X
O<u<1 Verkilrzung
—-1<u<0 Spiegelung mit Verklrzung

=
=

=—1 = Punkispiegelung am Ursprung
— Spiegelung mit Streckung

fur Drehung um die
cos—¢ sing O
—sing cos—¢ O
0 0 1

. Spaltenvektoren
3. Spaltenvektoren si
4. Drehwinkel

cosa :%(SpurA -1)
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Uberblick lineare Abbildungen Ax = X'

Die Ergebnisse der Berechnung der Fixpunktmenge, des Kerns und der Bil

Abbildung charakteristische Ergebnisse.

Projektion

e bzw@’]
laher die

n auf si%
tmenge.‘

urch

Abbil- - = - =
dur?;slart Fixpunktmenge Ax =Xx Kern Ax=0
Die Fixpunktmenge liefert | Der Kern liefe
S alle Punke, die bei der Ergebnis die
Definitionen | 1 4ung auf sich selbst
abgebildet werden.
Projektionsebene
Erlduterung:
Bei der Projek A[|CKie, di
im R® die rojektionsg
i en Urgpr en,
Ergebnisse wer
bei der abge

> a‘Q&
o
o

Erlduteru

o@nis ist identisch
iXpunktmenge, da
nge aller Bildpunke
aur der Projektionsebene

liegen. Der Ansatz Ax =X’
fahrt auf ein LGS, bei dem
durch entsprechende Ad-
dition auf der linken Seite 0
entstehen muss. Auf der
rechten Seite ergibt sich
dann die Gleichung der
Projektionsebene.

Spiggel
Alle Punkte au
Spiegelebene waen auf

sich selbst abgebildet und
gehoren o

Ergebnisse
bei der
Spiegelung

J®rsprung O(0/0/0)

Erlduterung:

Alle Punkte auf3erhalb von
E werden auf einen indivi-
duellen Punkt auBBerhalb
von E abgebildet. Die

e auf E sind Fix-

it wird nur der
af den

Ursprung O(0/0/0)
Erlduterung:

rgebnisse
bei der

zentrischen
Streckung

Ursprung O(0/N

Erlauterung:

Nur der Ursprung wird 8
den Ursprung abgebildet!

Alle Punkte auf der
Drehachse sind Fixpunkte.

Ursprung O(0/0/0)

Erlauterung:

Nur der Ursprung wird auf
den Ursprunggabgebildet.

existiert nicht

Erlauterung:

Jeder Punkt, aul3er den
Fixpunkten auf der
Spiegelebene, hat einen
individuellen Bildpunkt.
Damit kann man keine
Ebene oder Gerade als
Bildmenge bestimmen. Bei
der Rechnung l&sst sich
die linke Seite des LGS
nicht auf Null bringen.

stiert nicht
erung:

nkt hat einen
en Bildpunkt.

ht

Je
ind

3 Lehrerselbstverlag
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