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Vorwort

Vorwort

Neben dem umfangreichen Angebot an Literatur
zum Thema Einflhrung in die Differenzialrechnung
kommt diesem Arbeitsbuch wohl ein besonderer
Stellenwert zu, da die im Detail doch komplexen
Zusammenhange der Thematik auf der Basis sel

nachvollziehbar erarbeitet werden kénn
Unterlagen sind dabei so konzipiert, dass

rend der Bearbeitung der A
bereits Erfolgserlebnisse haben
tigung, etwas verstanden

an der Oberstufe v
sen beobachte ich

it eine

posi-

Um dem Ziel gerecht zu werde% alle Lernen-
den den Zugang zur DifferenzialréChnung so weit
wie moglich zu vereinfachen, wird auch in diesem
Band die Auswahl d

urch die Erlauterung von
Umformungen. Dieser methodisch
che Ansatz verlangt Textelemente sinner-
nd zu lesen und die Themen bis ins Detail zu
urchdenken. Daher werden neben dem Erwerb
von neuen mathemati etenzen auch
sprachliche Kom
matischen A

en ist und wo man nachschlagen
iesen Bezug scheinen sich weitere
enen, auf denen ein mogliches Zu-
m zur Mathematik Gberwunden wer,
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h durch und merkt dabei,

Zusarenhdnge erkennt
n richti rblick hat. Das
weg i ematik.”

<

an gymnasia-
en konnen, son-
rmen, die zu einem
n, wie Fachoberschu-

die t lien @icht
n Ob u eingese
ander

r Technik, wird zuneh-

dern x
Q labschlusg ¥y
Fachsg * )
x erkenn dem zeigen erste Erfahrun-

hule Darmstadt, dass sich die
ieser Reihe hervorragend auch in
irgangsphase bei der Kompensation
lischen Mathematikdefiziten im Rahmen

v
Qor-, Stitz- und Brickenkursen integrieren
%s n. Da die Buchreihe im Band , Grundlegen-

es zu Algebra und Funktionen” mit der Kom-
pensation von Mittelstufenunterricht beginnt,
ist sie vor allem fir Studierwillige geeignet, de-
ren Schulzeit lange zurlickliegt bzw. bei denen
Kenntnisse zur Oberstufenmathematik fehlen.
Das trifft beispielsweise auf Meister zu, die eine
berufsqualifizierende Hochschulzugangsberech-
tigung haben.

hodische und dikaktische Hinweise zur
ung der Arbeitsbiicher

ande der Buchreihe sind inhaltlich
estimmt, dassflirdie Lernenden
ndes und vernetztes Wissen
azu befahigt, zunehmend
lungen zu bewaltigen.
ie drei Arbeitsblicher
und Funktionen”
»Integralrechnung”
er durchzuarbei-
uktur dieser drei
en Kapitel auch
rt werden kon-
allem fir den
Leistungskurs
nntnisse hin-
geeignet ist,

,Grundlegen
,Differenzialrec
jeweils vollstdn
ten, andererseits |
Arbeitsbicher zu, d
in anderen Reihenfol
nen. Eine mogliche Ab
Einsatz in der Schule im
@ Studienanfinge




Vorwort

Algebra & Funktionen: Kapitel 1 bis 5
Wiederholung von Themen aus der Mittelstufe:
Bruche, Potenzen, Binome, Gleichungen und
Funktionen bis 2. Grades

v

Algebra & Funktionen: Kapitel 6 und 7
Potenzgleichungen und Potenzfkt. ab 3. Grades

v

Differenzialrechnung: Kapitel 1 bis 6
Grenzwerte, Differenzialrechnung far
ganzrationale Funktionen

v

Integralrechnung: Kapitel 1 bi

Ire ung: Ka
Differenzieren e—Fé

Integralrechnung: Kapitel 11 bis 14
Substitutionsverf i

gralrechnung: Kapitel 15
logarithmische Integration

Weitere Vorschlage
tel finden sichgd resse
ch die
hlten Ka-
rbeitsbuch

ptional dort

sis fir das Verstandnis infinitesimal
en zu erhalten, werden in Kapit
nden Bandes , Differenzialrechnu

grundlegende Zusam
Bedeutung und des Um
Folgen erarbeite i
werden anschlj
Funktionen b

nipft werden und
anzrationalen Funktionen
ltens erweitert werden.
enden Kenntnis-
rlauf von ganz-
In der Regel
nenden auf, wie man

n xakte Lage
nn. Es wird
, @SS mathemtische
x‘ Diese Erkenntnis

ie Differenzialrech-

wendig
- Uberlej
tzt werd g™

%&el werden zunachst an einem ein-

cistumsproblem von Pflanzen grund-
usammenhange hinsichtlich der Bedeu-
er Steigung einer Kurve sowie der Steigung
angente im BerlUhrpunkt mit der Kurve erar-
eitet. Es wird bereits an dieser Stelle gefestigt,
dass die Steigung der Kurve und ihrer Tangente
im Beruhrpunkt identisch ist und ein Mal3 fiir das
Wachstum darstellt. Uber die Steigungen von Tan-
genten bei der Normalparabel erfolgt anschlie-
Rend der Ubliche Ubergang zum Differenzialquo-
tienten, die Einflihrung des Ableitungsbegriffs und
die Formulierung von Ableitungsregeln.

itel 3

chtungen in diesem Kapitel beziehen sich
auf rein formale Aufgaben bezliglich
ange zwischen der Steigung von
genten sowie der Ermittlung
gente und Wendetangente
enormale.

Kapitel 4
Hier wird das
wieder aufgegri
hange zwischen de
Wachstumsprozesse
anschaulich untersuc
guantitative Betrachtu
erlernten Mittel der

lem aus Kapitel 2
die Zusammen-
er Funktion und
gualitativ und
rfolgt nun die
insatz der neu
chnung. Dies
g von Hoch-,
and der not-
gungen. Der
ewirkt, dass
r Differenzi-

nde- und Sattel
und hinreiche
das Beispiel au
dungsbezogen
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Vorwort

alrechnung neben dem rein rechnerischen Kalkil tionen und einfache tri unktionen
bei der Untersuchung von Kurven ein zentraler und kann daher direkt | pitel 4,5
Gegenstand bleibt und dann auch auf andere An- bzw. 6, aber auc U er Integ-
wendungsprozesse problemlos Ubertragen wer- ralrechnungb
den kann.

Kapitel 5 und 6
Im Anschluss an die Untersuchung von Kurven in
Kapitel 5 erfolgt die Behandlung von Aufgaben-
stellungen zur Rekonstruktion von Funktio
Hier wird ebenfalls ein Schwerpunkt auf a
dungsbezogene Aufgabenstellungen bzw.
lierungsprozesse, gelegt. Fir die Ermittlu
Koeffizienten werden hier Moglic
das Losen von linearen Gleich
umgehen. Dies ist insbesond
wenn den Lernenden Losu
re Gleichungssysteme ny
nicht bekannt sind.

earbeitung dieses Kapi-
er Zusammenhadnge zwi-
i Umkehrfunktion,
se hinsichtlich
- und Logarith-

ielgerichtet
In bei der
rden rein an-
g gewonnen und

Da man bei Extre
rung von Fun)ds
an, diese nach dem

Fir An zur inhaltlichen und formalen Ge-
stalt ke ich meinem Mann, Dipl.Ing. Gerold
Pj fessor Dr. Torsten-Karl Strempel von der

0‘ chule Darmstadt, Frau Dr. Astrid Baumann

n der Frankfurt University of Applied Science

ifferen ung au sowie langjahrigen Freunden, wie Oberstudienra-

tienten- und gel bezi tin Renate Benz-Heinblicher und Dipl. Ing. Rudolf
apitel aggsch h auf% k- Maier.

v
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Grenzwertbetrachtungen
Kapitel 1 Einfihrung des Begriffs Zahlenfolge und Grenzwert

-11-

Kapitel 1: Zahlenfolgen und Grenzwertbetrachtungen
Aufgabe 1.1
Einfluhrung des Begriffs Zahlenfolge und Grenzwert

a) Wiederholung der Winkelfunktionen und Anwendung a en

Ermitteln Sie mit Hilfe einer Formelsammlung oder, Iche Beziehungen in
einem rechtwinkligen Dreieck zwischen dem Win ' sseiten%hen.
Tangens:

‘\(@60

\g

Ankathete

deten Dreiecks gilt: A = aé . Erlautern Sie unter Einbeziehung

Fur die Flache des oben Iinks%eq

der Uberlegungen aus Aufgabenteil 1 b), warum man diese Flache auch folgendermalen berechnen
2

b sin(o) - cos(¢)

kann: Azl-hz- inte

ache eines einbeschriebenen Quadrats

In der Abbildung ist ein Kreis mit dem Radius r und einem
einbeschriebenen . Da es sich bei einem
Quadrat um gj it n = 4 Ecken handelt, soll
s dem gleichen Grund

inkel a4 gilt: a4 = 45°.
ss der Vollwinkel bei einem Kreis

n Sie dabel,

Mferenzialrechnung © Lehrerselbstverlag 2015



Grenzwertbetrachtungen

-12- Einflhrung des Begriffs Zahlenfolge und Grenzwert Kapitel 1

(2)Begrinden Sie, dass man die Flache des Vierecks, in Abhangigkeit eine liebi dius r, mit

folgender Formel berechnen kann:

2.q) °. °
A, = g.sin 452 Ccos 45° _ o2

c) Flache eines einbeschriebenen regel en Fin

In der Abbildung ist nun ein Krei
einbeschriebenen regelmasi
Polygon mit 5 Ecken vorliegt,
markierte Winkel mit as bezei

D di 3 : unfecks
erechnen ka berechn 1 e
hend zuri& in A:|! vy VON T

cgelmaBigen Sec
= 6 Ecken wird die Flache nun mit A8
mit ag bezeichnet.

Qs =

(1)Berechnen Sie den Winkel oe:

die Flache analog zum
d ermitteln Sie die
wei Dezimalstellen

15 Lehrerselbstverlag
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Kapitel 1 Einfihrung des Begriffs Zahlenfolge und Grenzwert -13-

e) Flache eines einbeschriebenen regelméaBigen Siebenecks

In der Abbildung ist ein Kreis mit dem Radius r und einem
einbeschriebenen regelmaBigen Siebeneck gegeben. Die
Flache in diesem Polygon mit n = 7 Ecken wird hier mit A7 und
der markierte Winkel mit a7 bezeichnet.

(1)Berechnen Sie den Winkel a7: a7 =

(2)Geben Sie die Formel an, mit der man die Flache
zum Vier-, Funf- und Sechseck berech
ermitteln Sie die Flache Azin Abhangi
Dezimalstellen genau.

n un
rauf z

A7_

g) Flache ej cken mit groBen Werten fiir n

Ecken entsprechend zur Aufgabe 2 bis
Aseo in Abhangigkeit von r auf zwei

r erhoht werden.

chneten Werte a, und A,, und formulie
iden Werte immer mehr annahern, wenn

en sich diese hl der Ecken

rolRer werden lasst.

rt fir a nahert sich dem Winkel

hnung © Ursula Pirkl




Grenzwertbetrachtungen

-14- Einflhrung des Begriffs Zahlenfolge und Grenzwert Kapitel 1

(8)Tragen Sie Ihre oben berechneten Ergebnisse fir n = 4 bis n = 360 un ebni en selbst
gewahlten groflen Wert von n in der Tabelle unten in den Zeilen 1

zahl n der Winkel a fast
erundet dem Wert
3,14159 r?, also dem Wert mtr? und damit der Flach annahert. In
Zeile 8 der Tabelle unten sehen Sie die Schigd

Werte von n in der Mathematik darstellt.

e Das immer "GrofRerwerden" von n wir
ausgedrickt.

eibweis ne&pnch rz @.mendllch
U&d/l von alp,

den Wert an, de i 0 [ r Winkel

e Mit dem Ausdruck , limot, ’glelch") gibt man

e Mit dem Ausd n A, ist gleich" ) gibt man den

und die I der Vielecke nie gréf3er werden kann als
man S erte auch als Grenzwerte. Tragen Sie die

Anzav enn roBe des Winkels a, GroBe der Flache A,
1 n=4 o4 = Ay =

2 n=5 Qs = A5=

15 Lehrerselbstverlag
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Kapitel 1 Einflhrung des Begriffs Zahlenfolge und Grenzwert

Informationen zu den Begriffen Zahlenfolge und Grenzwert

Die Werte fur die Winkel a, bilden eine
monoton fallende bzw. abnehmende
Zahlenfolge, da fir je zwei Folgeglieder gilt:

Oy 20 g

Wenn n sehr gro3 wird und damit gegen « streb
nicht unterschritten un

r diei

In unserem Beispiel ergibt si

an wird nie kleiner,

egro&
Man nennjgli htuntersc?%.I w. Ube erden,
i folge. ‘
gegen &g Orenzwert.

&/on naturlichen Zahlen fiir n kann man die

piel, die angegebenen Folgeglieder. Geben Sie,

&

(fir n wird 1 eingesetzt)
(fGr n wird 2 eingesetzt)

(fur n wird 3 eingesetzt)

Zusatzinformation: \

Bei wechselnden Vor-
ichen ist eine Folge
er monoton steigend
allend. In diesem
icht man von

Grenzwert: g=Ilima, =

N—oo

hnung © Ursula Pirkl
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Grenzwertbetrachtungen
-16- Einflhrung des Begriffs Zahlenfolge und Grenzwert

Kapitel 1 Kapitel 1 Einflhrung des Begriffs Zahlenfolge und Grenzwert

-17-

Aufgabe 1.3 Tabelle 1

Im Rahmen dieser Aufgabe sollen anhand von Beispielen fur Zahlenfol
Begriffe und Zusammenhange hinsichtlich des Grenzwertbegriffs era

a) Berechnen Sie die Folgeglieder der Zahlenfolgen an b, ¢, und d

erundet.
Sie finden dazu auf den folgenden Seiten Tabellen mit vorgegekenen Ullen Sie diese >
Tabellen aus, indem Sie wie bei Aufgabe 1.2 zunachst jewej , Cn etc. fUr die Ion?
angegebenen Werte von n mit Hilfe des Taschenrechners au [ len gerundet berechnen. Index n an = n? b, = \/1_1 d, = m

Bearbeiten Sie anschliellend unter Verwendung der fo
Aufgabenstellungen und vervollstandigen Sie a

Information konvergente und divergente

1. Monoton steigende oder fall
Folgen. Man schreibt:

lima, =g

N—oc0

. Monoton steigen [ n, also gegen unendlich

c) Prifen Sie ggf. mit dem Tas chner, ob die Folge konvergent oder divergent ist, und geben
Sie ggf. den Grenzwert an. Be®Chten Sie bei der Schreibweise, ob Sie ein Gleichheitszeichen oder
4. Da eine Folge nur einen Grenzwert haben kann, sind alternierende Folgen nur konvergent, wenn es einen Pfeil verwenden missen.

sich um Nullf Grenzwert g = 0 haben.

bezeichnet.

imes n wdlich QAL
3. Folgen, die den Grenzwert N&n, sind immer konvergent und werden als Nullfolgen

Ursula Pirkl 15 Lehrerselbstverlag

hnung © Ursula Pirkl
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-18- Einflhrung des Begriffs Zahlenfolge und Grenzwert Kapitel 1 Kapitel 1 Einfihrung des Begriffs Zahlenfolge und Grenzwert -19-

Tabelle 2 Tabelle 3

a) Berechnen Sie die Folgeglieder der Zahlenfolgen en, fo und g,

1 1 a) Berechnen Sie die Folgeglieder der Zahlenfolgen hn, 0, und pn
Index n en="1 fn = “2r n2+1 n 8n
Index n hn=1 3 On= =5z 1)

J100 =

P1oo =

\

die hIenfoI QN onNoton ste' onoton fallend oder alternierend sind.

A ¥, monoton fallend oder alternierend sind.

.\ Sie ggf. mit de

Y

ie Folge konvergent oder divergent ist, und geben A
ei der Schreibweise, ob Sie ein Gleichheitszeichen oder i . N T ob die Folge konvergent oder divergent ist, und geben
Sicgf. den Gren an. Beag & el bei der Schreibweise, ob Sie ein Gleichheitszeichen oder

einen Pfeil verwenden mUssé
Grenzver- | ime, limf, limg
halten n—eo nN—oe n—oe Grenzver- limh lim o limp
halten Nooo 1 Noeo 1 Neseo 1
d) Tragen

d) Trzg yergent ist. Erganzen Sie anschlieRend

zen Sie anhand der Untersuchung der Folgen en Merksatze.

Ist bei einer Folge die Potenz von n im Nen Zahler, so ist die Folge

Sind die Potenzen von n im Nenner und ZahI gine Folge, wenn sie

a =

n

. Ist die Folge monoton steigend b

15 Lehrerselbstverlag erselbstverlag hnung © Ursula Pirkl
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-20- Einflhrung des Begriffs Zahlenfolge und Grenzwert Kapitel 1 Kapitel 1 Einfihrung des Begriffs Zahlenfolge und Grenzwert -21-

Ubung 1.1

Geben Sie, ohne den Taschenrechner zu verwenden, in Spalte 2 der Tabelle a

a) ob es sich um eine divergente Folge handelt, die gegen +« oder {. mit dem Taschenrechner ermittelt. In der folgenden erganzenden Auf, t werden,
b) ob es sich um eine konvergente Folge mit einem Grenzwert g han n Grenzwert welche Mdglichkeiten es gibt, das Grenzverhalten auch mit rechneris

ggf. mit den Taschenrechner. Dies wird insbesondere relevant, wenn man Grenzwertbetrachigingen uf gebrochen
c) ob es sich um eine Nullfolge mit dem Grenzwert g = 0 ha rationale Funktionen Ubertragt, und diese Funktionen anhan net bzw. skizziert

werden sollen.

Folge Divergenz/Konvergenz
Aufgabe 1.4
QO divergent
a) a,= 22 n O konvergent Berechnung des Grenzwerts von Folgen,
n"+1 O Nullfolge ten n besitzen.

Beispiel: lim 2n—
noe N+ 4

Q diy,
Ok

u

t

u||fogent e
. ‘6 00
IR
Nl

ON é Berechnen des Grenzwerts mit e einer Polynomdivision.

1 ur&nd Nullfolgen, d.h. nach der

rtbildung ergibt sich fur diese
manden der Wert 0.

a bei dieser Polynomdivision
leibt, addiert bzw.
den Bruchterm

O divergent
O konvergent
O Nullfolge

e Nullfolge und nimmt

der Grenzwertbildung
Null an.

O Nullfolge

nen Sie den Grenzwert der Folgen h,
fir Rechnung Folgeseite)

hnung © Ursula Pirkl
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Grenzwertbetrachtungen
Einfihrung des Begriffs Zahlenfolge und Grenzwert

Kapitel 1

Ursula Pirkl

15 Lehrerselbstverlag
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Kapitel 1 Einfihrung des Begriffs Zahlenfolge und Grenzwert -23-

Aufgabe 1.5
Berechnung des Grenzwerts bei Folgen, deren die Potenz von n im Zéahler r al
Nenner ist.
_ 2
Beispiel: lim 1-2n
o= n—1 divergent ist und fir n

Grenzwert hat, s

gaw
ler A der

Summe

Der Summand — ist eine Nullfolge und fallt daher

(n-1)
enn n sehr grof3 wird. Ersetzt man bei der
nung des Grenzwertes im nachsten Zwischenschritt
sitszeichen durch einen Pfeil, kann man einen
gssen, wenn er im Grenzfall den Wert 0

gme keine Rolle mehr spielt./

weg, W

=lim(-2n-2- — )—>Ilim(-2n-2-0)—>
N—e0 n_ N—co

—
Nullfolge

1-2n?

Die Zahlenfolge

Ir grof3e Werte von x wie die — 2 und

geht gegen —
Erganzende Info:
In Aufgabe 1.6 werden Sie lerne
Betrachtung von Grenzwerten im
funktionalen Zusammenhangen, d
—2n + 2 als Asymptote bezeichnel

das Grenzverhalten der folgende

hnung © Ursula Pirkl



Grenzwertbetrachtungen Grenzwertbetrachtungen

-24- Grenzverhalten ganzrationaler Funktionen Kapitel 1 Kapitel 1 Grenzverhalten ganzrationaler Funktionen -25-

Aufgabe 1.6

Grenzverhalten ganzrationaler Funktionen
Zur Information

etrachtet. Bezieht

ngige Funktionen f(t) ein,
h links gegen —«~ sowie

Bisher wurden bei Folgen a, nur Grenzwerte flir ganzzahlig
man in die Untersuchung von Grenzwerten auch Funktionen
so kdnnen die Werte von x auch rationale Zahlen sei
nach rechts gegen + streben.

Oft ist es in der Praxis wichtig, wie sich Funkj
In der Medizin werden dazu beispielsweise
beschreiben und man untersucht, wie sich
gegen + strebt. Mathematisch a )
sehr grol3e oder sehr kleine We

gen + strebt.
m von Bakterien

0 , also
nktion fur
\‘

e Funktionswerte \
streben gegen +«,
wenn X immer grolker
wird.
Umgangssprachlich:
"Die Funktion geht

Schreibwéé‘

z s
0 0‘6996{&
‘ | ﬁ | ﬁ

Die Funktionswerte
streben gegen —co,
wenn X immer kleiner
wird.
Umgangssprachliche
"Die Funkiis

VO

nach rechts oben".

e 1.6.1

ersuchung des Verhaltens von einfachen ganzrationale X—+oco UNA X——co .,

a) Skizzieren Sie die an
Funktionen fur

unktionen. Notieren Sie entspr Rispiel, wie sich die
Iten und erganzen Sie die e.

15 Lehrerselbstverlag hnung © Ursula Pirkl



Grenzwertbetrachtungen

-26- Grenzverhalten ganzrationaler Funktionen Kapitel 1

X — oo genauso wie die oben unt

h fir x — e genauso wie die oben unte

\ir das Verhalten
Ilgenden Seite

eine umgangssprachlich formulierte Merkr.
nalen Funktionen an, indem Sie die Sat

15 Lehrerselbstverlag
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Kapitel 1 Grenzverhalten ganzrationaler Funktionen -27-

Fur geradzahlige Exponenten von x verlaufen beide "Seiten" der Funktion

von x nach " " und bei negativem Vorzeichen von xpach "

Fir ungeradzahlige Exponenten und einem positiven V

"links " und geht nach "rechts

"links

feix anstatt der im Beispiel

kiirzende "+" Schreibweise

b) Begriinden Sie,
dargestellten au
in der Form

O&@verhalte

. lim f(

Xﬁ+m

hnung © Ursula Pirkl



Grenzwertbetrachtungen Grenzwertbetrachtungen
-28- Grenzverhalten ganzrationaler Funktionen Kapitel 1 Kapitel 1 Grenzverhalten ganzrationaler Funktionen

Aufgabe 1.6.2
Verhalten von ganzrationalen Funktion mit mehreren Summanden

o und
mehrere
Potenzen von x auftreten. Anhand von Beispielen soll das Greggverha nktionen nun
untersucht werden.

Beim einem Vergleich mit
it¥h hinsic des

n dle% amkeiten nun
@estim je das

j &seines

In den Abbildungen unten sind Funktionen a(x), b(x),
den Funktionen f1(x) bis fg(x) aus Aufgabe 1.6.1 kann
Grenzverhaltens erkennen. Anhand der folgend
erarbeitet werden.

a) Erganzen Sie bei der Grenzwertberechn
Grenzverhalten der Funktionen

b) Markieren Sie anschlief3end i rE den den eins
Vorzeichens, der das Verhalt fir x—+e U —oco besti rot. Markieren Sie
alle Summanden, wel ine das Verhaé Funktio% +oc0 UNd X——o0
haben, in grin. ‘

a(x) = 5x — 3x? = ~ 1

c(x) =

%

lim a(x) = lim (5x —3x?) — —eo lim b(x) = lim (x4 - 3x° —1) -

X—>+oo X—>+oo X—>+oo X—>+oo

lim a(x)= lim (5x= lim b(x) = lim (x* =3x* 1) > ___

X—>—o0 X—— X—>—oc0 X—>—o0

Werte von x kann man deutlich
der vorhandenen Hoch- und

on dem Verlauf der mit Schlange ge eingezeichneten Funktionen,

rscheidet. Wenn die Werte von x uf der beiden Funktionen

immer ahnlicher.

athematik sagt man, dass sich
elsweise die Funktion b(x) an die

ktion b(x) anschmiegt und man
bezeichnet b(x) als Asymptote von b(x).

15 Lehrerselbstverlag hnung © Ursula Pirkl
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-30- Grenzverhalten der Wurzelfunktion Kapitel 1

Grenzwertbetrachtungen

Kapitel 1 Grenzverhalten von Exponentialfunktionen -31-

Erlautern Sie die Bedeutung der folgenden Grenzwertberechnung, indem Sie Kasten

vervollstandigen.
lim f(x)=lim (a,x" +a,_x""+..+3,) - li
X—>o0

X—300

Merke: Bei ganzrationalen Funktionen wird das Verhalten f{j

Summanden mit der
Man kann das Verhalten einer ganzrational

Verhalten der Funktionen f(x) = £x" mi

Summanden mit der

Die Funktionen f(x) = +x" werden

Aufgabe 1.6.3

Bestimmen Sie das Grenzv

Der Zahlenwert
des Vorfaktors
von X" spielt
keine Rolle,
sondern nur das
Vorzeichen.

(~4x) > lim (-

limr (1-3x = lim (-4x°) = lim (—x*) — +eo
X—>—o0 X—>—0c0 X—>—oc0
Mktion r(l&s gleiche Grenzverhalten wie f(x)= —x2.
s(x) = 5x>-2x-10  lim s(x)= I:E — lim — lim -
X—>+o0 X—>+o0 X—>+oo X—>+o0
— lim — lim -
X—>—00 X—>—o0
ten wie f(x)=

— lim -

X—>+oo

lim t(x)= lim

X—>+oc0 X—>+oo

lim t(x)= lim

X

4

s gleiche Grenzverhalten

— lim

X—>+o0

lim
—>—o0

lim p(x)= lim

X—>—co0 X—>—o0

Die Funktion p(x) hat das

15 Lehrerselbstverlag

Aufgabe 1.7

Grenzverhalten der Wurzelfunktion

Zeichnen Sie die Funktion f(x)=+/x mit x>0 in folgendes Koordina d n Sie das

Grenzverhalten fir x — oo .

R W R

Ubung 1.3

Skizzieren Sie die F weils in einem geeigneten

Koordinate halten fur x — t .

hnung © Ursula Pirkl



Grenzwertbetrachtungen Grenzwertbetrachtungen

-32- Grenzverhalten von Exponentialfunktionen Kapitel 1 Kapitel 1 Grenzverhalten von Exponentialfunktionen -33-
Aufgabe 1.8 1
g d) f(x)=-a"=-—
.. a 1 5
Grenzverhalten und Ubersicht liber den Verlauf von Exponentialfunktione 1 7T

In den folgenden Abbildungen sind Reprasentanten der Funktion f(x) It.
Beschriften Sie jeweils die dargestellten Funktionsgraphen mit Sie anhand des v(x)=-37"= —

Verlaufs der Graphen das Grenzverhalten flr x — e .

0o | gm
Q‘ - 6’0— Aufgabe 1.8.2
Q \‘ Berechnen der Grenzwerte vo
1 EE X«@ plim gx

a) f(x) = a* ’

Beispiele g(x) = 2*

Q

h(x) = 3%

\60

O

1. Ermitteln Sie anhand des aufs von f@t *das V mer Funktionen fur
X — oo . Vereinfa ug ntie&”- e in geeid@et eise.

A S 0) (9 = e+

15 Lehrerselbstverlag hnung © Ursula Pirkl




Grenzwertbetrachtungen

-34- Grenzverhalten bei gebrochen rationalen Funktionen
32x
g) f(x) = 37
limf(x)=

X—>00

Grenzwertbetrachtungen

Kapitel 1 Grenzverhalten bei gebrochen rationalen Funktionen -35-

h) f(x) = 2x*1 — 2

lim f(x) =

X—>00

i) f(x) = 27— 2"

limf(x)=

X—>o0

j) f(x)=e>+ex

lim f

X—>e0

15 Lehrerselbstverlag

Aufgabe 1.9

Grenzverhalten bei gebrochen rationalen Funktionen

Information 1.9.1: Gebrochen rationale Funktion

Gebrochen rationale Funktionen sind Funktionen, die sowoh er ein Polynom

von einfachen

[ Funktjgn f(x):l wird
X

diese n der Stelle x

= 0 nicht definiert, da das Einsetzen von Nu ini 1\ i

Eine Funktion hat eine Unstetig n es auf de h'der Fun e Stelle gibt an der
man beim Zeichnen der & tion al i@ an einem Stuck
durchzeichnen kann. j i a unstetige Funktionen.

In Tabelle 1 sind F i i ehr steil nach oben oder

gebrochen rationalen Funktionen gegeben. Die einfa

auch als Hyperbel bezeichnet. Wie man in der

Information 1.9.2: Unstetigkeit

streben die ,
bezeichn i tellen au

Au ‘0 e‘a
te ung aes Verhal gebrc& onalen Funktionen fiir x — + und fiir x — Xo

tetigkeitsstel
t

dung zeiwunk ion F& Verdeutlichen Sie sich anhand der Abbildung, wie sich die

a)D

Funktion fir x — te und an etigkeitsstelle x = 0 verhalt. Verdeutlichen Sie sich auch, wie
man dieses Verhalten mathema®8ch beschreiben kann.

V-Achse eine senkrechte Asymptote und
die Funktionswerte streben gegen —o

mit ist die x-Achse
eine waagerechte
mptote.

gegen oo

hnung © Ursula Pirkl
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-36- Grenzverhalten bei gebrochen rationalen Funktionen Kapitel 1 Kapitel 1 Grenzverhalten bei gebrochen rationalen Funktionen -37-

a) Bestimmen Sie in der ersten Spalte von Tabelle 1 fir jede Funktion, wie in

bereits dargestellt wird, den Definitionsbereich. Dabei schlie3t man die We welche Funktion und Verhalten fiir
der Nenner der Funktionsgleichung den Wert 0 annimmt, die Funktiog also i etig ist. Unstetigkeits- | Graph der Funktion X — + oo Verhalten an
Geben Sie daher auch die Unstetigkeitsstelle an. stelle
b) Geben Sie wie im Beispiel 1 in der dritten Spalte der Tabell er abgebildeten 1
Funktion das Verhalten der Funktionswerte f(x) fiir x — + ie lhre 3. f(x)=37
Kenntnisse Uber Nullfolgen an.) x—1
c) Ermitteln Sie wie im Beispiel 1 anhand des gegebe , wie sich die t)Jenis)teztlglI;elt im f(x)—
Funktionswerte f(x) an den Unstetigkeitsstellg llen xo, von -

links und von rechts nahert.

Tabelle 1: Beispiele fiir einfache g

Q ID=IR\{-1}
Funktion und

echte
: ymptote:
N X Mg \¢
Unstetigkeits- Graph der F prhalte r@ stetigkeitsstelle

stelle

1. f(x)=—2 | 4 1 von rechts i f(x) -
: ng von rechts  lim f(x) — —oo @ Stelle x = —1 X3 -
- 0
Stelle x=0 X
Unstg . _ aherung von links lim f(x)—
Naherung von links lim f(X) = o an die St%lle =1 X53- (xX)—>__
an die Stelle x =0 X0
senkrechte
Merechte senkrechte. Asymptote:
‘ \symptote: Asymptote:
x-Achse y-Achse
5. f(x)=— Naherung von rechts  |im f(x)—
an die Stelle x = —1 x—0°
Néh_erung von rechts Iin& f(x)»> N . .
gn die Stellex=__ X aherung von links ||na fx)»>
ie Stelle x = —1 x=0
Qg von links lim f(x)—
ex= x—0- -
waagerechte senkrechte
Asymptote: Asymptote:
waagerechte senkrechte
Asymptote: Asymptote:

hnung © Ursula Pirkl
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Grenzwertbetrachtungen

-38- Grenzverhalten bei gebrochen rationalen Funktionen Kapitel 1
Aufgabe 1.9.2
Verallgemeinerungen zur Untersuchung des Verhaltens gebrochen ration
Bei der Untersuchung einer Funktion fir x — £ e erkennt man aus d d Iinj f(x)
auf welcher Seite des Koordinatensystems man das Verhalten der Fu ht und kann das
Grenzverhalten der Funktion mit den in Aufgabe 1.1 erlernte nerisch ermitteln.
Untersucht man das Grenzverhalten einer Funktion an [ es madglich, durch die

Schreibweise lim bzw lim anzugeben, von welc
X—X," X—X,~

nstetj itsstelle nahert.

Sofern eine Abbildung der Funktion vorliegt,
dem Verlauf des Graphen bestimmen. Wen
hat und eine Aussage zum Grenzverhalten
auf rechnerische Verfahren zurlckzuggaifen.
Aufgabenstellungen gezeigt.

a) Anhand von Funktion 3: f(x)=

e 1.9.1, aus
erlauf des Graphen

oll, iste twendig,
wird in&@genden
%&chnerisoh

nahert. Verdeutlichen
ng von links und
Ubertragen Sie a von rechts, indem Sie die

Lucken im Text a

1. Ausgehend von der Unstetigkeitsstelle
Xo=___ geht man um die Strecke h nach

links. Dadurch be®ndet ma

Stelle x =-1-nh.

. Dadurch befindet man sich

an der Stelle x =—1 + h.

A 1
f00=3a1
E— ﬁ, fE1+h)
4h v -f: “+h >
N f(-1=h) .

Die St liegt

rechts v ig-

keitsstell

Ursula Pirkl 15 Lehrerselbstverlag

Grenzwertbetrachtungen
Kapitel 1 Grenzverhalten bei gebrochen rationalen Funktionen -39-
2. Nun lasst man h immer kleiner werden, also 2. Nun lasst man h im n, also
nahert man sich von links wieder an die nahert ma wieder

Unstetigkeitsstelle xo = —1 an. Die

Funktionswerte wandern dabei auf dem

Funktionsgraphen nach unten, werden also

immer kleiner und streben daher gegen —e-.

an die Unst

Einsetzends
die

BEZt man fijrx
nun (—1 — h) ein.

Vereinfachen
und Gre

—00

3. Mathematische Formulierung der

Annadherung von rechts

Ansatz:

Einsetzen in
e Funktions-
(.

Vereinfache
und Grenzwert

lim f(x)= r!m)f(_1 +h)

x——T

. . 1
lim = lim
x—-1 h-0 (_1

h)+1

all wo x steht

bestirg Xx—_| bestimmen.
einer ac ner des Bruchs wird, desto gréRer wird

der Wert des gesamten Bruchs.
Bsp: —-=10  — =100
0,1 0,01

erselbstverlag

1

1000

hnung © Ursula Pirkl
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-40- Grenzverhalten bei gebrochen rationalen Funktionen Kapitel 1 Kapitel 1 Einfihrung des Begriffs Zahlenfolge und Grenzwert -41-
b) Fihren Sie in Tabelle 3 fur die Funktion 4: f(x)= m die zur Aufgabenst b) a 3. Mathematische Formulierung der 3. Mathematische Fo ung
Untersuchungen durch. Erganzen Sie dazu in den die graphischen Dgrstellu un Anngherung von links Annaherung von rec

sowie f(-h) und f(h).

Tabelle 3: Ansatz: )!E? f(x) = hiLr(} f(3-h) Ansatz:
Anndherung von links an die Stelle xo=__ Einsetzen in _
die Funktions- lim
1. Ausgehend von der Unstetigkeitsstelle gleichung
= eht man um die Strecke
=__49 um ai Vereinfachen =lim—;
nach links. Dadurch befindet man sic und h=0 (—h)
Stelle x = Grer_mzwert
bestimmen

Mathematische Form

Die rechnerische An
man wie folg

erung von rechts: lim f(x)= Lirrgf(xO +h)

X—Xo*

2. Nun lasst man h immer kleiner werden, also

nahert man sich von/i i die nahert man sich von wieder

an die Unstetigkeitsstelle xo = ___ an. Die

ionswerte wandern dabei nach

erden also immer

Ubungen:

15 Lehrerselbstverlag hnung © Ursula Pirkl
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Kapitel 2 Einfihrung in die Differenzialrechnung -43-
Kapitel 2: Einfuhrung in die Differenzialrechnung
Kapitel 2:
Einfuhrung in die Differenzialrechnung Grundlegende Betrachtungen
Viele Zusammenhange in den Natur- und Wirtschaftswissenschaften ¢ n sich durch

Funktionen darstellen. Es ist dabei wichtig, die Funktionswerte,
die Information, ob eine Kurve fallt oder steigt und wie stark s

ennen, aber auch
von Bedeutung.

gngsverhaltens von Kurven
und ihren Funktionsgle ematik und Gegenstand der so
genannten D¢ il 8 . dem Bereich Wirtschaft sollen Sie

sich nuni die flr das grundlegende
Verstgnd [

om Wachstu uwachs ert werden. Dies bedeutet, dass man am meisten Wasser
zugeben muss, wenn die Pflanze arksten wachsen. Um herauszufinden, zu welchem Zeitpunkt
diese Zuwachsrate der Pflanzen a roften ist, wird in einer Versuchsreihe vom Zeitpunkt des Keimens
am Tag 0 bis zur Ernte nach dem 10. Tag an jedem Tag die durchschnittliche Pflanzengréf3e bestimmt
und in der Tabelle unten gj

6 | 7 | 8 | 9 |10

18,25 119,75(119,99 | 20
Tabelle 2.1.1

in Abb 2.1.1 im
kte so, dass eine

wie mdglich ein und verbin

nung selbstorganisiert er

iagramm in Abb. 2.1.1 entnehme
Rig schnell wachsen, sondern der Z
ich grol} ist, indem Sie den folgenden S

die Pflanzen im

ehalten: hts reserved.
, auch auszugsweise, vorbehaltlich der Rechte,
aus §8 53, 54 UrhG ergeben, nicht gestatte

SelbstVerlag
es & Freunde GmbH, Koblenz (Ger,
ehrerselbstverlag.de

Riges Wachstum wirde bedeuten, dass die Bflanzen jeden Ta

ei der GrofRe haben. Da es sich in dies

(isste sich im Diagramm eine

hnung © Ursula Pirkl



-44 - Einfihrung in die Differenzialrechnung Kapitel 2

In den ersten und in den letzten beiden Tagen steigt der Graph nur wenig angl.h. tionswerte

von g(t) nehmen nur zu. Da die Funktionswerte d der
Pflanze angeben, ist der tagliche Zuwachs der Pflanzen hier gerin verlauft die
Kurve am steilsten, d.h. die Funktionswerte von g(t) nehm zu. Das
heil’t, dass die Pflanzen hier den

c) Die Zuwachsrate der Pflanzen soll nun ge @aus den
gegebenen Messwerten der Tabelle 2.1.1 hsrate z(t) der

Pflanzen, also den Wert, um den die Gro
zunimmt und tragen Sie die Wertegi

Il von ei Tag
tigen Si lieRend

da ihréechneten
\‘

Tag 8 ‘ Tag 9 ‘Tag10

Zuwachsrate
der Pflanzen
z(t) in [cm
Tabelle 2.1.2
d) [ 2 urve fi Qwachsrate z(t) zeigt, dass die Pflanzen
chsen, m ag 5den groBten Zuwachs haben und am

e) Wenn Aufgabenteil d) richtig beantwortet wurde, haben Sie sicherlich erkannt, dass die Pflanzen die
groBte Zuwachsrate h ehorige Kurve z(t) in Abb. 2.1.2 ihren héchsten bzw.

alitativen Zusammenhang zwischen dem Zuwachs

Pflanzen g(t) dar, indem Sie die folgenden

er die Kurve g(t) verlauft, desto grofRer ist der ta der Pflanzen und um so

sind die Funktionswerte von z(t). Je flach verlauft, desto

chs der Pflanzen und um s ie Funktionswerte

le der Kurve g(t) ist der Zuwa n und damit der

ie, warum es sinnvoll ist, diese Pflanzen na

15 Lehrerselbstverlag

Kapitel 2 Einfihrung in die Differenzialrechnung -45-

g) Zeichnen Sie auf der folgenden Seite in der Abb. 2.1.1 so genau wie moglichgeweils
den Stellen t; = 1,5 und t; = 4,5 sowie an der Stelle t3 = 9,5.

angente an

Zusatzinformation:

Die Gerade an der Stelle t; = 4,5
wird ebenfalls als Tangente
bezeichnet, obwohl sie die Kurve
schneidet. Entscheidend ist, dass
diese Gerade tangential zur
Kurve verlauft.

|Iangen @:hnerlschem Weg,

drelec ognchst genau,

der Steigung m
Ay. \ er Geraden

Ermitteln Sie anschlie
indem Sie die Lan

beispielsweise d

teigung m» der Tangente an der Stelle t; = 4,5:

telle ts = 9,5:

hnung © Ursula Pirkl
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Diagramm zu Tab. 2.1.1

agt) 4
[cm]

18
16
14

12

Abb. 2.1.1

Abb. 2.1.2

en in Tabelle 2.1.2
Sie den folgenden

ergleichen Sie die aus der Messung ermittelten Werte fir m
berechneten Zuwachsraten an den entsprechenden Tagen, un

chen, wenn man Zeichenungena

15 Lehrerselbstverlag

Kapitel 2 Einfihrung in die Differenzialrechnung -47 -
Zusammenfassung der Erkenntnisse aus Aufgabe 2.1
Formulieren Sie nun, unter Einbeziehung der nachfolgend angegebenen ergan Info on, eine

Zusammenfassung der Erkenntnisse aus Aufgabe 2.1, indem Sie den Ka
Ergédnzende bzw. wiederholende Information liber den Zu
Begrinden Sie anhand der Abb. 2.1.3, warum die Stei

Steigung ihrer Tangente in diesem Punkt identisch ist,

Kurve und

'nzoomtﬁ'@\an, dass
Q) ereich

die gleiche Steigung. Wenn

Ein und ihrthe habe

die Steigung der Tangente im ngunkt bekannt ist, kennt man daher auch die Steigung der Kurve.

Dort in diesem Punkt, wo die Steigung der Tangente am ist, steigt auch die

eigt, hat auch die Tangente eine

e nicht ansteigt, hat die Tangente die

le Steigung der Kurve Kurvenpunkt ist das Maf3 fur

der Funktionswerte in di An der Stelle mit der

Zuwachsrate verlaufen die Kurve u

Kurve, welche di hier ihren

aben die Kurve und die Tange

der Funktionswerte ebenfalls den W

hnung © Ursula Pirkl



-48 - Einfihrung in die Differenzialrechnung Kapitel 2
Aufgabe 2.2

In Aufgabe 2.1 haben Sie sich mit den Zuwachsraten beim Wachstum von Bla tigt und
festgestellt, dass die Zuwachsrate der Funktion g(t) der Steigung der Fu te im

BerUhrpunkt entspricht. Da die Beschreibung von Wachstumsprozes
Anwendungsfallen eine wichtige Rolle spielt, sollen nun mit Hilfe der
allgemeine Zusammenhange hinsichtlich der Berechnung der Sgei

Die Parabel und ihre Tangenten

Die Abbildung zeigt die Normalparabel f(x) = ' hn zugehdrigen
Steigungsdreiecken. Fullen Sie die Tabelle nen Stellen die
Funktionswerte berechnen und zusatzlich mi teigun @(9 die
Steigung der Tangente und damit

3

Abb. 2.2.1

g der Funktion f(x)
der Stelle x

Steigung m; der Tangen
von f(x) an der Stelle x

y-Wert von f(x) = x* an

Stelle x der

Tabelle 2.2.1

15 Lehrerselbstverlag

Kapitel 2 Einfihrung in die Differenzialrechnung -49-
Vergleichen Sie in Tabelle 2.2.1 in jeder Zeile den gegebenen Wert der Stelle x jg der palte mit
dem ermittelten Wert flir die Steigung der Kurve in der letzten Spalte. Sie wer icher len, dass

zwischen den Ergebnissen fur die Steigung der Tangente bzw. der Kurve und rt vo in

Zusammenhang besteht, der auf eine GesetzmaBigkeit schliel3en las

e Welche Vermutung haben Sie auf Grund der Feststellung fir die S gente und der

Kurve an der Stelle x = 10?7
Die Steigung hat den Wert

e Formulieren Sie eine Rechenvorschrift, wie ie r Funk
beliebigen Stelle x berechnen kann.

Ergebnis Aufgabe 2.2:

ngente bzw. die Steigung m
en, entsteht die Frage, ob es
fur andere Funktionen gibt und
arabel, fur die wir diese
n erarbeitet haben, wird mit den
Steigung anderer beliebiger Funktionen

X2 an einer

Ausblick

, mit dem

Irechg‘
S

Berechnen der Steigung von K%n

In Aufgabe 2.1 haben Sie mit Hilfe von zeichnerischen Methoden festgestellt, dass die Steigungen der
Tangenten an die Fuplds 2elmaligen Zusammenhang genligen, namlich mit der
Rechenvorsghd e Sie jedoch wissen, besteht bei zeichnerischen
Methaog esen von Ax und Ay aus einem

&N zu Ablesefehlern fihren kdnnen.
Rigen Funktionen die Steigung der
achtungen so einfach wie

er vveqg c ’
Bit der Kurve im Berlhrpunkt zu 0%
PP gestalten, wird auch hier die Funktion f(x) =

o = 0,5 verwendet

jie Tangente den
rechnerischen
cgendes zu Algebra
r ein Punkt auf

ur die Berechnung der Tangentensteigung soll hier beispie
werden. Durch Einsetzen von xo = 0,5 in die Funktionsgleichung
Beruhrpunkt B(O 5 ie unter Einbeziehung des b
Ansatzes flr einer Geraden (vgl ,Arbel¥
der Tangente nicht ermitteln

_AY _Yi—Y, :f(x1)
X, —

hnung © Ursula Pirkl



-50- Einfihrung in die Differenzialrechnung Kapitel 2

b) Um mit der unter a) angegebenen Formel die Steigung berechnen zu kénne
mindesten zwei Punkte auf einer Geraden. Bei der Tangente ist jedoch nu
Kurve berihrt wird, bekannt. Somit kann diese Formel nicht direkt verwende
keine Alternative zu dieser Formel gibt, an einer beliebigen Stelle di i
Tangente zu berechnen, verwendet man die Formel bei einem Na
Sie sich die Vorgehensweise und erganzen Sie fehlende Angaben

eutlichen

Qarabel aus und

fur das Beispiel

erganzen und

SI“1

g

5 =0,5+h
‘\ =0,5+1,5

Naherung 1

Man wahlt rechts von x = xo an der Stelle
zeichnet moglichst genau eine Sekan
Xo = 0,5 und h = 1,5 die Steigung der
zeichnen Sie die Sekante im folgend

=2

f(2)=

P1(2/ 4)

Naherung 2

Da die Sekanie
fur dagd

2ngente abweicht, verkleinert man den Wert von h. Ermitteln Sie
L der Sekante, indem Sie fehlende Angaben erganzen
R ein.

Stelle x4

X1 = 0,5 + h
=0,5+1
=15

f(0,5) = OY ((1,9)= ____

Po(0,5/0,25) 5/

— )

3 4 m _ Ay f(x)-f
S AX X, — X,
2
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Naherung 3

Auch die Sekante aus Schritt 2 weicht sehr stark von der Tangente ab¥
den Wert von h weiter. Ermitteln Sie flir das Beispiel xo = 0,5 u
Sekante, indem Sie fehlende Angaben erganzen und zeichn
genau wie moglich im folgenden Diagramm ein.

nen Sie in A 3.4 an
Verdeutlichen Sie sich ans d die Herleitungsschritte fir die Berechnung der
Sekantensteigung ms anhan r Abb. 2.3.4, indem Sie auf der nachsten Seite die Bedeutung von
Zeile (1) sowie die angegebenen Umformungsschritte (2) bis (4) beschreiben.

Stelle xo und x1 = Xo+1 erhalt man fur die
s der Sekante die folgenden Ausdricke.
ie Umformungsschritte auf der

Sekante
(1) ), 0)
f(X1)=f(XoH+h)g--m-mememeeeeeees
(x1)=f(xo*h) 2) ms:f(
(%o
(3) m, = f(x, +h)
X, +h—
(4) m, = f(x, +h)—f(
h
f(xo) h Info |
X Dies ird als
— Diffe ent
/ Xo Xi=Xoth bezei
Abb. 53% 2

erselbstverlag hnung © Ursula Pirkl
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Erlduterung von Zeile (1) und der Umformungsschritte.

N,

»
Q

V N

(1)>(2) _
(2)>(3) * a
(4
(4
(3)>(4)

>
6 @é&
v

r kletner wird hlieRlich wert den Wert Null annimmt, wird im

ses ,Hineinrutschen® der Sekante in die

Sekante dj nte.
i ometriepro n am PC oder Tablet auch visualisieren. Damit
i stellundWQ nzwertproblem.

ird Qerech
nte wie fo uliert. 0

angentensteigung als Grenzwert der Steigung der

g+ D) — f(x,) Differenzialquotient

jentensteigung zu \
pittelt man fir h — 0
£s Ausdrucks

Im Grenzfall h — 0
wird aus der Steigung
ms der Sekante die

Steigung m; der

g der
pgente an.

Dieser Ausdruck

otient

ensteigung, wen bstand der

ifferenzenquotie

steigung erhalt man als Grenzwert der Sekag
fler Kurve gegen Null fuhrt. Man geht dabej
quotient Uber.

Ursula Pirkl 15 Lehrerselbstverlag
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Aufgabe 2.4

Anwenden des Differenzialquotienten

In der rechten Sprechblase der vorangegangenen Grenzwertbildung ird , dass man

mit Hilfe des Differenzialquotienten die Steigung der Tangente berech e Rechnung wird nun

anhand der Normalparabel exemplarisch gezeigt. Erlautern Sj 3 e Umformungen.
Rechenschritte fur f(x) = x2 3 mformungen:

\¢

(1) f(x0) = xo

f(xo + h) = (xo+ h)?

2)m, =limm_ =lim
(2) m, h—0 S  h—0

m, =lim

(3)>(4)

(4) m, = im == == 9

Im Grenzfall nimmt
h den Wert Null an
und fallt in der

Summe weg.

wahlbar ist, kann allge-
gemein Xo durch x ersetzt
werden.

Sie dieses Ergebnis mit dem Erge
ten Seite.

hnung © Ursula Pirkl
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Die Ergebnisse bei der zeichnerisch und rechnerisch ermittelten Rechenvorschrj chnung der

Tangentensteigung bei einer Normalparabel an einer beliebigen Stelle x

. Fur die Rechenvorschrift zur Berechnu Stelle x

ergibt sich bei der Normalparabel: m; =

Aufgabe 2.5

Berechnen von Steigungen bei der Normalp

Berechnen Sie nun exemplarisch flir die Nor,
den folgenden Stellen und ergénzen Sie die

swert %ung der Tangente an
X ‘6 X=-=95

Stelle x

Steigung m der Funktio
der Tangente an der

Funktionswert y an
Stelle x

angente die Steigung m; =
nktion und ihre Tangente die Steigung m; =
und ihre Tangente die Steigung m; =

f(x) = x2 und ihre Tangente die Steigung m; =

Ubung 2.1

Bisher
Wwir

el angewendet. In den folgenden Aufgaben
en Rechenvorschriften zur Bestimmung
zu in den beiden Beispielen

earbeiten Sie die an

> Im Band ,,Grundlegendes zu Algebra und Funkt
Aufgabe 1.6 beschrieben, wie man Binome hdherer
berechnen kann und in Ubung 1.11 finden sich weitere
Differenzialquoti

buchreihe wird im Kapitel 1
Ren Rechenaufwand
echnung des

a) e Berechnung der Steigung bei (x) = x3, indem

=lim f(xo + h) - f(xo) =lim (

h—0 h h—0

S

15 Lehrerselbstverlag
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2 2
_fim X NIy ):Iim(3x0D+3x0
h—0 h h—0 h h—0
m,=3x;  oder allgemein fir beliebige x: m, =3x*
b) Ermitteln Sie die Rechenvorschrift fur die Berechn [ unktiog f(x) = 3x2, indem
Sie die folgenden Rechnungen ergénzen. Q
f(x,)= 3Xo2
f(x,+h)=3(___

=lim (6x, +3h)

h—0

2

emeine St%@acher:
envorschrj Q& Bere Q Steigung bei der Funktion f(x) = x3 + 1,

Uen U en und,U ngen in Stichworten beschreiben.

\)
+1 3Q @
(3) xo?yozh+3% +1

f(x, +h)—"f(x,)

(1) f(xo) = xo® + 1 ist der Funktionswert
von f(x) = x3 + 1 an der Stelle

(2) f(xo + h) = (xo + h)®+ 1 ist der Funktionswert
von f(x) = x3 + 1 an der Stelle

(2)>(3)

rechnung der Steigung einer Tangente

_3x,°h+3x,h* +h®

h(3x,” + 3x,h +h?)

(8) m, = LILT(])

(9) m,= Ihim

hnung © Ursula Pirkl
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durch.

(1) Bei f(x) = x* Iasst sich die Steigung m; der Tangente an
Rechenvorschrift m¢ = 4x® berechnen.

(2) Bei f(x) = 5x? Iasst sich die Steigung m; der Ta
Rechenvorschrift m¢{ = 10x berechnen.

(3) Bei f(x) =

Rechenvorschrift m¢ = 12x2 be

4x3 |asst sich die Steigung

r Tange

(4) Bei f(x) = 2x I3sst sich die

Rechenvorschrift miz

(5) Bei f(x) = 3x*4 e an de X Uber die

Rechenvorsch

ktlon f(x) angegeben, wie die Steigung m; der
ilfe des D|fferen2|alquot|enten bestimmt werden

sen funktionalen Charakter der Rechenvorschrift zur
Ermittlun der Stelgung er Fun . ihrer Tangente zu bericksichtigen, ordnet man dem

Ausdruck m; eine neue Funktlon

m f(x +h) —f(x)

Man berechnet f '(x) mit Hilfe des Differentia lim

Die Berechnung des Differentialquotienten bezeich Ableiten einer

Funktion oder das Differenzieren einer Funktion.

Alrechnung Szl

wurde, spricht
Ableitung. Man an dem
Strich am f. We fion ein

bleitungsfunktion
die Berechnung der Steigung von
ist, bezeichnet man den gesamten
ereich mit dem Begrriff

ialrechnung.

15 Lehrerselbstverlag
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Zusammenfassung zur mathematischen Formulierung des Begriffs differe

Steigung der Sekante ms

Steigung der Tangente m;

Ableitungsfunktion f(x)
Die Ermittlung der Ableitungsfunktion ist vo
(s. Aufgabe 2.4) identisch mit der Berechn
Tangentensteigung Uber den Differenzialq
die Steigung der Tangente in eine

ung dem A im Steigungsdreieck. Da nach der
ng des Grenzibergangs h — 0 der Abstand Ax
aktisch Null wird, und diese Berechnung auch als
Differenzieren bezeichnet wird, verwendet man anstatt
des grofRen griechischen Delta A das kleine d. /

Ableitung nach t: v'

it dieser Schreibweise kann man gut verdeut-\
nach welcher Variablen abgeleitet bzw.

ird. Bei der Ableitung nach t wird
unktion oft anstatt mit einem

mit einem Punkt Gber dem

stellt. v'(t) = v(t)

4

Verwendung des

enden, mit dem man Ableitung¥ oder auch

Sie die folgende Tastenbelegung.

chenrechner : ¥ Die Angabe auf dem Tasche

iert wird. Daher
Kasten eingec
erwendet werde

hnung © Ursula Pirkl
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Verwendung eines Computer-Algebra-Systems (CAS)

fur Computerprogramme verwendet, mit denen
algebraische Ausdriicke symbolisch umgeformt
mit denen man eine beliebige Gleichun
denen sich auch Ableitungen berechne
kann man hier auf dem PC das Pr

Wie bei einem Taschenrechner wird hier eb

die ,Differenzialschreibweise® dif(x). an
X
ableiten lassen.

Beispiel fur die Berechnung

)}
erivativ [# step-by-step solution

B T \
(38 _ng(” 2) Anzeige des Ergebnisses
6 in faktorisierter Form.

Aufgabe 2.6

Berechn ahlten Funktionen.

ifferenzialquotienten, also deren
ermittelt wurden bzw. deren

onen den Angaben der Ubung 2.1 ¢

anschlieRend den

ng bzw. Ableitung einer

\bung des Umgangs
henrechner

Sie die Tabelle ohne Einsatz des Taschenrechners au
chfolgenden Text. Falls Sie Uber einen Taschenrechner verfu
Funktion an einer gegebenen Stelle x numerisch berechnen kann,
mit dem Taschenre ermittelten Wert der Steigu
Uberprifen.

y-Wert an
Stelle x

igung an der

Stelle x Stelle x

-3

15 Lehrerselbstverlag
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Funktion Ableitungsfunktion Stelle x SR el ¢
Stelle x e X
f(x) = x* f'(x)=4x3 1
f(x) = 5x? f'(x) = 10x 2.5
f(x) = 4x° f'(x)=12x2 -2
f(x) = 2x f'(x)=2
f(x) = 3x?+ x3 f'(x) =6x + 3x2

Wenn man den Funktionswert, einer Funktio

&?en will, muss man
ein‘x
unktion o%ngente@telle x berechnen will, muss man

o°

Ableitungsregeln

Wie Sie bei den vorangegangenen Aufgaben sicherlich bemerkt haben, ist die Berechnung des
Differenzialquotienten meistens sehr aufwendig und miihsam. Wenn man allerdings fir die berechneten
Beispiele jeweils di ktion vergleicht, kann man eine GesetzmaRigkeit fur
aligkeiten vereinfacht sich der Vorgang des

ie Herleitung weiterer Gesetzmafigkeiten

den Wert von x in die

mit Hilfe der Ergebnisse aus Au
aligkeiten flir das Ableiten von Funktionen
utung dann mit den im Schulbuch bzw. anderen gee

.5 sowie Ubung 2.1 selbst
rgleichen Sie lhre
gegebenen Regeln.

Ableitungsfunktion:
Funktion: f(x) = a x" Ableitungsfunktion: f

regel: Funktion: f(x) = u(x)+v(x)

hnung © Ursula Pirkl
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-60- Einfihrung in die Differenzialrechnung

den c) In der folgenden Tabelle sind weitere elementare Funktionen angegeben. [ ktionen mit
Hilfe der Ableitungsregeln ab. Formen Sie die Funktionsterme dazu ggf. so
fur die Ableitung angewandt werden kann. Geben Sie die Ableitung '
gebrochene oder negative Exponenten an. Uberpriifen Sie Ihre Er
geeigneter Literatur oder mit Hilfe von CAS

b) Berechnen Sie in den folgenden Aufgaben die Ableitungen jeweils genaus
zugehdrigen Beispielen und erganzen Sie die Texte in den Sprechblasen.

Funktion Ableitungsfunktion

1) fx)=x* = f'(x) =6x°"=6x°

rnt ax™ wird nach x abx
itet, indem man den vor-

CISIIEN ) &l Funktion Ableitungsfun
das x schreibt
Itipliziert. Der
onent entsteht, in-

andenen
trahiert.

enn der abzuleitende \
Term die Form ax hat, fallt
das x nach dem Ableiten

, da der neue
Exponent von x den Wert
___annimmt und
sirgendwas*“ hoch null
immer __ ergibt. Es bleibt
nur der Vorfaktor Ubrig. j

Ein Term, der die Variable,
nach der abgeleitet wird,
p— nicht enthalt, fallt , da

er nach dem Ableiten den _
Wert  annimmt. , f(x)= Jx durch die Anwendung

U1.11 im Arbeitsbuch ,Grundlegendes

t der Funktionsterm

Qreren Summanden,

der Summanden

krachtet und

on den anderen
bgeleitet.

hnung © Ursula Pirkl
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Ubungen

Ergianzende Ubungsaufgaben zur Wiederholung und Vertiefung

U2.1: Erklaren Sie unter Einbeziehung einer Skizze, was der Ausdru bedeutet und

welcher Zusammenhang zwischen diesem Ausdruck ner Funktion
besteht.

U2.2: Berechnen Sie die Ableitung von f(x) =

U2.3: Berechnen Sie die Ableitung der Fun
Differenzialquotienten und { n

endung
nis mit bIeltun

vﬁﬂlfe der @egeln
ng der @ X) = %Fa@% der Ableitungsregeln.

timmen Sie die Qder fol®=unktlonen mit Hilfe von Potenz-, Summen- und

rregel.

a) f(x)=%x8+x6—4é b) f(x)=%+x+1

C) V(t)=s_2 —a/t + X d) f(X)=£

U2.4: Berechnen Sie

U2.5:

15 Lehrerselbstverlag
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Kapitel 3: Grundlegende Anwendung der Differenzialrechnun
Aufgabe 3.1
Grundlegende Aufgabentypen

Wiederholen Sie die bisher gelernten Zusammenhange hinsi

urven, indem Sie
die folgenden Satze vervollstandigen.

In einem BerUhrpunkt xo haben eine Funktion f(x) und

Steigung. Wenn man den Wert x, in die Gleich

einsetzt, erhalt man den Wert der degF ) ete an der
Stelle Xo.

Dieser Zusammenhang zwische [ %I( ng eine *te und dem Wert

der Ableitungsfunktion spi erenzie\ g eine zentrale Rolle.

Pragen Sie sich daher

Funktionswert der ersten
Ableitung von f(x) an der
Stelle x,, also f '(xo) =m
bzw. f '(Xxo) = m¢

Die Aufgabenstellungen bei der ung der Differenzialrechnung fuhren im Wesentlichen auf zwei
Aufgabentypen, die im Rahmen die®er Unterlagen mit Typ 1 und Typ 2 bezeichnet werden sollen.
Verdeutlichen Sie sich die folgende Abbildung.

er Anwendung der Differenzialrechnung

gegeben: x=Xx,
gesucht: Stei

x auflosen.

wenn gefordert

v

hnung © Ursula Pirkl
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Aufgabe 3.2

Beispiel zu den grundlegenden Aufgabentypen der Differenzialrechnung

Verdeutlichen Sie sich das folgende Beispiel zu den Aufgabentypen 1 ie die

nachfolgenden Ubungen.

Beispiel:

Gegebene Funktion:

1. Ableitung:

Aufgabenstellung Typ

eln Sie dj

Stelgu§
i Stelgung gegeben mit: m=5

nsatz:

Berechnen Sie die
an der Stelle x = 2

, an der die Funktion f(x)

von 2 in dle ers ung f'(
eigung |on a
geg Stelle bz angeneO g

fr
f'(2) = 2+1 fr
X

Gleichsetzen von f '(x) mit m, denn die Steigung
entspricht dem Funktionswert der ersten
Ableitung (s. Kasten oben). Auflésen der
entstandenen Gleichung nach x.

-b(ﬂ(ﬂg

f'(2)=3

berechnen (nur wenn gefordert)
=f(2) = ; 22+2=4

Antwortsatz:

Die Funktion f(x) hat i
Steigung 4

12) die

15 Lehrerselbstverlag
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Ubung 3.1

Aufgabe zu Typ 1

Steigung m; an der bekannten Stelle x, der
Funktion f gesucht

Verfahren Sie bei der Berechnung der Steigung m
wie im Beispiel zu Aufgabe 3.2

In der Abbildung unten ist die Funktion

f(x) = x3 + x und lhre Tangente an der Stell
abgebildet. Berechnen Sie die Koorgd
Beruhrpunktes und die Steigung
bzw. die Steigung der Funktion

Formulieren Sie einen Antworts
Berechnen der Ablej
1. Ansatz:

y=f(3)=___

Aufgabe zu Typ

bekannten

echnung der Stelle x wie
2

ten, an der die

2+ dleSe|®m 8 hat.

eltun u'
Ielchun = m

ux)=__

Berechnen Sie die Stelle*, an der die Funktion
eine Tangente mit der Steigung 0 hat.

ichung: u'(x)=m
u'(x) =

2.L0

3. Antwortsatz:

: 1. Wenn die Koordinaten gesuch
2. Wenn die Stelle gesucht wird,

der x- und y- t werden.

rt berechnet

hnung © Ursula Pirkl
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Ubung 3.2
Die folgenden Aufgabenstellungen kénnen ebenfalls mit den Ansatzen von Typ
werden. Allerdings ist hier der Wert xo bzw. die Steigung m nicht mehr it ge
mussen mit Hilfe von Zusatziberlegungen bzw. Nebenrechnungen a
bestimmt werden. Uberlegen Sie jedoch jeweils, wenn nicht angegebe

a) Berechnen Sie die Steigung der Funktion g(x) = x> - 6x a Nul

Hinweis: Aufgabe vom Typ 1

Ableitung berechnen: g'(x) =

Nebenrechnung: Nullstellenberags

4

b) Berechnen Si
hat wi

dem die Funktion k(x) = 2x? — 1 die gleiche Steigung

it gegeben, sondern hier
steckt. Die Steigung

15 Lehrerselbstverlag
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c) Berechnen Sie die Steigung der Funktion h(x) = 3x2 — x + 2 am y-Achsenabsggnitt.

Ableitung berechnen: h'(x) =

Aufgabe vom Typ

Zusatziiberlegung zur Bestimmung von x: x =

Berechnung der Steigung m:

d) Berechnen Sie die
Steigung hat wie

,a i nktion *T&XZ + 4 die gleiche
5& y-Achse nitt.
nthaltgg. Qﬁgabe muss daher in zwei

Hilfe: In
T

ung der Steigun

A W

en, fur welche Koordinaten die Funktion p(x) erechnete Steigung hat.

hnung © Ursula Pirkl
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B h ie di i Funktion f(x) = x® + 2x — 1 i hni kt mj
e) g(exr)e;: _n)e(rlile die Steigung der Funktion f(x) = x X im Schnittpunkt der f) Gegeben sind die Funktionen u(x):%x“ _%X3 3% und v(x):2x—§x3.

An welchen Stellen haben beide Funktionen die gleiche Steigung?
Aufgabe vom Typ

vom
Typ . Da m jedoch nicht direkt ermittelt werden kan gen gleich sein
sollen, liefert der folgende Ansatz die Losung.

Nebenrechnung zur Bestimmung von x:

Steigung u(x)

g der Steigung m: m = f(

gebnis: Fir die Steigung giltm =5

15 Lehrerselbstverlag hnung © Ursula Pirkl
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Aufgabe 3.3

Ermitteln der Tangente / Normale in einem bekannten Punkt der Funktion

Information:

Die Normale ist eine Gerade, welche orthogonal
Beruhrpunkt von Tangente und Kurve ort

Methode entspricht von der Struktur dem Vorgehen, d
Geradengleichungen angewendet haben, wenn Sj

isgen Ermittlung von
ii gendes zu
Verdeutlichen Sie sich jeweils die Vorgehen ' *Xn und alen fur die
1
[ Qngaben d (1) bis (4).

er Stelle x =2

$_ 11
MEEEE
14

1
—(—2).2=—"2
/30273
14

Tangente: y=mx+b

(1) x=2
(2)

3)

t
b,=y-mx=4
1

Normale: n(x)=—-—X+—
3 3

4 - . . - . nix)

15 Lehrerselbstverlag
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zwischen der Steigung einer Funktion, ihrer Tangenten und der Bede 3 flr den
taglichen Zuwachs, also der Wachstumsrate der Pflanzen, mit zeich

Zur Erinnerung:
In Aufgabe 2.1 wurde mit zeic
e Die Steigung der ibt die ate

der Funktionsw
ten, W@
nswerte §
w& der

Im Folgenden soll die die Bewasserung der
Pflanzen a ' WU erneut aufgegriffen werden. Far
eine Comg j as bedeutet, dass es nun nicht

i Wertetabelle vorliegt, sondern man

s Wachstum beschreibt. Eine mdgliche

relevanten Bereich durch g(t) = —it3 +§t2

25 5
organg fur einen anwendungsbezogenen Prozess
der Mathematik auch als Modellierung bezeichnet. Die
apitel 5 aufgegriffen und soll an dieser Stelle nicht weiter
rsuchung des Verlaufs von Funktionen mit Hilfe der neu

nung im Fokus steht.

vertieft werden, da nun zZ®¥nachst dj
erlernten Methoden der Differenz

aph der Funktion g(t) = —21—5t3 e g(t)

5
stin Abb. 4.1.1 dargestellt.

uf der modellierten Kurve

hnung © Ursula Pirkl



-72- Grundlegende Anwendung der Differenzialrechnung Kapitel 3

b) Berechnungen zur Steigung der Kurven

eichnen Sie
dazu zunachst an den Stellent=0,t=0,5,t=5und t =1 llierten
Graphen g(t) und berechnen Sie anschlieRend die Steigun angenten und
damit gleichzeitig der Kurve an diesen Stellen.

. 1 3
Funktion: =——t2+=
9(t) 25 5

t2

Ableitung: g'(t)=

Steigung an der Stelle

v ge,o""

Information 1

Wert 0. Man kann solche,
Stellen, mit den Begriffen Hochp
bezeichnen.

Tiefpunkt

15 Lehrerselbstverlag
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¢) Untersuchung von Funktionen auf Hoch- und Tiefpunkte

den nachfolgenden Text vervollstandigen.

MOrmation 2: \ a®) |#

Wenn eine Funktion an 2
einer Stelle mit einer 3
waagerechten 10
Tangente einen Tief-

punkt TP besitzt, \
bezeichnet man das
auch als lokales oder

relatives Minimum oder
Extremwert einer

@nktion.

Der Zusatz |

\ nktion an einer
it einer waagerechten
i Hochpunkt
ichnet man

ist notwendig, da

ie den Luckentext sowie den nachfolgenden

0 Hoch- und Tiefpunkten der Funktion g(t), also an den

al 1 - ‘ ____ EOtellen t=__ undt=__, verlaufen die Tangenten

und der Graph von g(t) hat hier die

Steigung . Genau an den Stellent=0und t = 10 liegen

cllen der Ableitungsfunktion g‘(t). Das bedeutet,
Hoch- und Tiefpunkte bei der Funktion
ellen der Funktion

kennt. Mathe leutet das:

Man kann bei der Fu en mit Hoch- und

Tiefpunkten, d.h. die Extre tion g(t) berechnen,

m man die Nullstellen der ermittelt.

g‘(t) =

tremwerte von g(t):

Berechnung Extremwerte einer Funktion

ann die Stellen, an denen eine Funktion f(x emwerte, d.h.

der Funktid

efpunkte

zt, berechnen, indem man die Null setzt

die entstandene Gleichung f‘(x) = §

erselbstverlag hnung © Ursula Pirkl
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(3) Berechnung der Hoch- und Tiefpunkte am Beispiel der Funktion g(t)

0% N>

1 3
t)y=——13 + 212
a(t) 5 5

Extremwert: g'(t)=0

=0
o A%
3t(-t+10)=0 , ‘OQ )
. %
t=-10 P(10/20)

e\foé *0;&9
rmkt.e{&

sten Ste

¢ innt haben n Uber g chnung der Nullstellen einer
Extremw* urspri n runktion berechnen kann, soll im Folgenden
ch ie m risch di det, an der die Gemusepflanzen die grofite

r bendtigen. Dazu werden erneut die
ezogen. Vervollstandigen Sie den Lickentext.

rate haben, als

graphen gon von
V @ ssen bereits aus Aufgabe 2.1, dass die Pflanzen im Intervall
30
(®) 90; 10] an der Stelle mit der
Funktion g(t) auch die grélte Zuwachsrate haben. Das ist am

Steigung der

um Zeitpunkt t = der Fall. Wenn man nun die
itungsfunktion g‘(x) untersucht, stellt man
jon g‘(x) genau an dieser Stelle
nn man die x-Koordinate des

Hochpunkts von man also gleichzeitig die

Stelle mit dem von g(t). Laut Merksatz

auf der vorangegangenen S jie Stellen, an denen

mwerte vorliegen, indem m einer
on Null setzt. Das bedeutet h
eitungsfunktion von g‘(x) s, d.h. man

uss nun g‘(x) ableiten. Damit hat man

a(x) mal abgeleitet. Man bezeich

Abb. 4.1.4

Strichen als g*
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Erganzende Information zur Stelle mit der groten Steigung

Stellen Sie sich vor, dass das Koordinatensystem in
der Abbildung rechts auf der ebenen Erdoberflache
liegt (kein Berg!), und die eingezeichnete Kurve den
Verlauf einer ebenen Stralle darstellt, auf der Sie mit
einem Fahrrad entlang fahren. Sie fahren gerade
durch die Linkskurve auf die Rechtskurve zu.
Markieren Sie die Stelle, an der sich der Einschlag
des Lenkers von links nach rechts andert, und
vergleichen Sie die Position der Stelle mit der
Zuwachsrate in Abb. 4.1.4

Vergleich: Die Stelle mit der grof3ten Zuw

eine Rechtskurve Ubergeht, si

e, an de"e rve von@r Links- in
e

' sich das mungs-
K der Wendestelle.

verhalten der Kurve hier wen

Berechnung des

Il
oY)
®
=
®
o
>
>
c
>

«Q
Q.
[}
(2

<
=
[}
~+
[}
(2

- =10

WP(5/10)

estatigt den abgelesenen Wert.

rksatz Berechnung von Wendepunkten

Man kann den Wende P einer Funktion f(x) berechnen,

Ableitung d

| setzt und die entstanden

ndert die Funktion ihr Krimmu

kurve, bzw. von einer Rechts

rve Uber. Liegt der Wendepunkt zwischen zwei Extremwert Kurve im

kt lokal die

die Funktionsw er die

hnung © Ursula Pirkl
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Aufgabe 4.2

Die Wendetangente

Sie haben anhand des Bewasserungsproblems der Gewachshauspfl ichtlich
e zentrale Rolle

spielen und gelernt, wie man diese Punkte rechnerisch besti Igenden, nun

rein formalen, Aufgabenstellung sollen die bisher gewonnene enbereich
Differenzialrechnung wiederholt, gefestigt und erweitert

Gegeben ist die Funktion f(x) = x® + 3x* — 2x

a) Berechnen Sie die Nullstellen der Funkti zwei

Dezimalstellen genau.
b) Berechnen Sie die Koordinat e 5%
zwei Dezimalstellen geg SR
unkt dinat\ '

<.

G
2 Bl zur Kurve verlauft, wird als
(g‘- etangente bezeichnet, obwohl sie

Abb. 4.2.1

Raum fur Rechnungen: 90

Ursula Pirkl 15 Lehrerselbstverlag
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Aufgabe 4.3

Die Bedeutung der zweiten Ableitung als hinreichendes Kriterium fur das
und Tiefpunkten

Gegeben ist die Funktion f(x) = — 0,25x3 + 0,75x°.
Bearbeiten Sie die Aufgabenteile a) bis e) und
fertigen Sie anschlieRend mit den Hinweisen in f)
ein Zeichnung des Graphen von f(x) an.

a) Begrinden Sie, dass bei f(x) fir fur x — oo
gilt:

lim f(X) > —eo und lim f(X) — 4o

X—>+oo X——e0

%

Die Funktion f(x) verhalt sich

die Funktion f(x)

b)

Abb. 4.3.1

c) Zeigen Sie durch Rechnung, die Funktion f(x) an den Stellen 0 und 3 jeweils eine Nullstelle hat.
Tragen Sie die Punkte im Koordinatensystem in Abb. 4.3.1 ein und ergénzen Sie anschliel’end den
nachfolgenden Satz.

Koordinaten de

N1,2(_/_)U

g der Nullstellen liefert an der Stelle x = 0 eine

rmation, dass h

wert vorliegt.
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d) Zeigen Sie durch Rechnung, dass die Funktion, auer im Ursprung, im Pu

/1) e eiteren
Extremwert besitzt. Tragen Sie die Koordinaten als Punkte im Koordinatens

in Ab .1 ein.

S n Sie durch Re, , dass de punkt die Koordinaten WP(1/0,5) hat, und tragen
Punkt eienf Koor% em ein.

o kann
n der Stelle

Hochpunkt sein muss. Wie man rech
fgabenteil g) erlautert. Zeichnen Si
inden.

’

hnung © Ursula Pirkl
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g) Die Bedeutung der zweiten Ableitung fiir das Vorliegen von Hoch- und

In den folgenden Abbildungen sind die Funktion f(x) = — 0,25x3 + 0,75x? so
gewahlte Funktionen abgebildet. Zu jeder Funktion ist im gleichen Dj
dargestellt. Vergleichen Sie in allen Abbildungen, welches Vorzeic
Ableitung an den Stellen haben, an denen die jeweilige Ausgangsfu
hat.

h-'und Tiefpunkte

f(x)=-0,25x% +0,75%*
f'(x)=-0,75x* +1,5x
f"(x)=-15x+15
Am Tiefpunkt der Funktion f(x) hat der Fu

f"(x) ein ich

Am Hochpunkt der Funktion f(

f(x)=0,25x* —2x* +1

Vorzeichen.

iegen von Hoch-
Stellen

nde Zusammenhang zwi
Vorzeichen der zweiten Ablei

punkt einer Funktion ist der Funktionsw

unkt einer Funktion ist der Funktio

15 Lehrerselbstverlag
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Aufgabe 4.4

Zusammenfassung und Vertiefung bisheriger Erkenntnisse zur Bedeutu

Ermitteln Sie die x-Koordinaten der charakteristischen Stellen jeweils
und erganzen Sie anhand der Ergebnisse fehlende Angaben bzw. ma
Vervollstandigen Sie anschlieRend den Merksatz auf der folge

Funktion: y

1 3
f(x)=—x’-—=x*+3
2 2

P

(WP) -

@terlstlsc Ien von f '(x)
eu Istell X =

NuIIst on f'( X =

2 ‘ s Minimum(TP) von f '(x) X =

o Charakteristische Stellen von f "(x)

1. Ableitung

«
(o)
> Vv

f"(x)=3x—-3 2

Nullstelle von f "(x): X =

vergleich der charakteristischen x—Werte:

- Wenn die Funki nktionswerte von f '(x) pos

ktionswerte von f '(x) positiv / n

d die Nullstellen von

kt von f(x) ist die Nullstelle von

sitiv / negativ / n

unkt von f(x) sind die Funktionswerte von

nkt von f(x) sind die Funktionswerig / negativ / null.

hnung © Ursula Pirkl
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Die Bedingung, dass an Extremwerten n eines
die 1. Ableitung den Wert null annehmen
muss, wird auch als notwendige auch
Bedingung fir einen Extremwert g fir einen
bezeichnet.

Merke:

An den Hochpunkten einer Funktion f(x) qj
An den Tiefpunkten einer Funktion f(x) g

Am Wendepunkt einer Funktioj prit:

& R \b
erien, nxg man de ‘
tersuche P Mit den
(K <3
bei ganzg# n
rades, nich Gichen.

nktionen mit Sattelpunkten und ,,topfférmigen

X T "
Verlau

Auf V

Erweiterung der Betrachtunge
Extremwerten®

a) Funktione

der Funktion einschliel3lich der

angenten ist in Abb. 4.5.1 da

ﬁe Funktion hat an
eine waager

15 Lehrerselbstverlag
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(1) Ermitteln Sie die erste und zweite Ableitung der Funktion f(x)

f(x) = 3% —6x? +5x

fi(x) =

f(x) =

Verlauf von Funktionsgraphen

(2) Berechnung von Extrema bzw. Stelle waageLash gente Q&e di
Rechnungen und den Text. e e é

AN
&

Extremstellen: f'(x) =

—2x° +9x% —12x
Da x, =1die

(-2xX°

Zur Erinneryad
Der A

g einem HP kleiner e
B einem TP groBer als null ist.

f"(2,5)=-6-2,5"+18-2,5-12=
f'1) =-6-17+18-1-12 =0

Hinreichende Bed.: iegt ein HP vor.

e Untersuchung

Atelle notwendig.

Pielle x = 1 nimmt den Wert null an. D
— P flr einen Hoch- oder Tiefpunkt nicht e
muss diese St®e weiter untersuchen.

erkung: Ein Hinweis auf das Vorliegen eine
bei dieser Aufgabe darin, dass g4
Berechnung der Extremweg

attelpunktes bes
ung x = 1 bei de
uftritt.

erselbstverlag
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(3) Berechnung von Wendestellen bzw. Wendepunkten. Erganzen Sie die hnu d den

Text.

Wendestellen: f"(x)=__

—6x>+18x-12=0

X, =2 A X, =1 ~ iteriumgi endep Gllt ish
V ) i en Stelle 2 und
o : besitzt. I&g ter Punkt (2)
i &ben, dags % telle x2 = 1 die
) Q\ Immt, u iQfa

ngente an dieser
erlauft it”®die Kurve an dieser

kt, also g endepunkt mit waage-
s Untersuchungskriterium
e utig auf einen Wendpunkt zu
ch hier noch ein hinreichendes

Sie anhand der folgenden Aufgabe

en mit ,,t ffi@em“ I-%é\'iefpunkt
Gegelen ist die F&h(x) = X as ist eine um 1 nach unten verschobene Parabel 4. Grades,

die man anhand der Regeln z chieben von Funktionen skizzieren kann und die in Abb. 4.5.2
dargestellt ist.

Topf ahnelt, wird in
diesen Unterlagen der Begriff
Ltopfférmiger” Tief- bzw.

Hochpunkt verwendet.

Abb. 4.5.2

ngen der Funktion h(x).
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(2) Berechnen Sie die Nullstellen der Funktion sowie die Extremalstellen unda\Wen n, in dem
Sie die folgenden Rechnungen vervollstandigen. Vergleichen Sie die isse | mit
Abb. 4.5.2, und ergénzen Sie den Ergebnistext.

Nullstellen: h(x)=0 Vergleich:

=0
x* =1
x =+{1
X==x1

g
Das &s stimm @\eichnung Uberein
t, das

\ s&m tion an der Stelle x =0
e Steig VQ hat.
Die &

nde Bedingung fir einen

@mwert ist jedoch mit f“(x) = 0 nicht erfullt,

\ obwohl die Funktion bei x = 0 tatsachlich einen

o punkt besitzt. D.h. man muss die

Stelle weiter untersuchen.
Wendepunkte : Vergleich:

rgebnis zeigt, dass die notwendige

K einen Wendepunkt an der Stelle x

Doppelte Losun
__ (Dopp 9) ist, obwohl kein

ntersuchungsmethoden re
nicht aus, um Hoch-, Tief- und
Ussen die Kriterien erganzt werde

in dieser Aufgabe
 eindeutig zu
bisher:

h'(x) =0 Testen mit de
h“(x) =0 Testen mit ?

p f(x)

hnung © Ursula Pirkl
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c) Die 3. Ableitung als Kriterium fiir das Vorliegen eines Wendepunkts
Die Verwendung der 3. Ableitung zur Bestatigung des Vorliegens von Wend rein

vorgenommen werden. Markieren Sie jeweils die Wende- bzw. Sa
bilden Sie fur die Funktionen jeweils die dritte Ableitung und setzen
Wende- und Sattelpunkte in die 3. Ableitung ein. Vergleich e an

ie x-Werte der
rgebnisse, indem

gder dritten
telle x

£(x) 3‘
f"(&®3
N
w Qt}x= fr(1) =3

Aufgabe | Abbildung o

4.4

f(x) :—%x4+3x3—6x2+5x

f'(x) =-2x>+9x*-12x+5
f"(x) =-6x"+18x-12

f"(x) =

fr(1) = A+ -6

Lopfférmiger” Tiefpunkt
beix =0 — | £"(0)
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Vergleich:
Bei allen Funktionen, bei denen ein Wendepunkt bzw. auch ein Sattelpunkt ergi h beim
Einsetzen der entsprechenden x-Werte in die 3. Ableitung der Fun
Null ist. Fir die Funktion h(x), die an migen Tiefpunkt

besitzt, ergibt sich der Wert . Da dieser Z

gleichermalien gezeigt werden kann, soll der f; nd ' erieq

Uberblick charakteristische Pu

Charakteristischer Pun 3. Ableitung
ll(x) < 0
hinreichende
Bedingung:
f"(x)>0
notwendige hinreichende
Bedingung: Bedingung:
f"(x)=0 f™(x)=0
notwendige hinreichende
D gjlt:  f'(x)=0 Bedingung: Bedingung:
f"(x)=0 f™(x)=0
ochpunkt und 0 f"(x)=0

Tiefpunkt gilt:

ichtig:

erte, die sich bei den hinreic
setzen der x-Werte von Hoch- und
g und der x-Werte von Wendepunkte p Ableitung
ben, sind reine Testparameter und werd? Nachweis
fur das Vorliegen dieser charakteristischen Pu let.

Diese Werte dirfen auf keg
Stelle x verwechselt y
man einen x-We

gungen
in die zweite

Fall mit dem Fu
ktionswerte er
ysfunktion einse

X) an der
wenn

erselbstverlag hnung © Ursula Pirkl
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Erganzende Informationen zum Nachweis von chararakteristischen Stelle

Bei komplizierteren Funktionen ist es oftmals sehr aufwendig, den Nachweis fu
Tiefpunkt bzw. fur Wendepunkte Uber die hinreichenden Bedingungen
Dies gilt vor allem, wenn bei der zweiten bzw. dritten Ableitung umfan
Im Prinzip lassen sich die obigen Beispiele im Polynomgrad immer wel
Nachweis — also der hinreichenden Bedingung fur das Vorlie
usw. Ableitung bendétigt werden. Es ist auch mdglich, den Na

(1) Wenn fur die Ableitungsfunktion f '(x) an der

\‘0!

liegt bej x *atlves @1
@ (s>

j Xoein r{a@\laxmum

von f(x) vor

f '(Xo) = 0 und die Funktionswerte der

e einen Vorzeichenwechsel von — na

von f(x) vor

e einen Vorzeichenwechs haben, so |j

en, so lie gin Satt
i:gen von
thematj
fden

Anhand der dieser Ubung soIIen die oben formullerten Zusammenhange zwischen dem Verlauf einer

Funktion, den Ableitunge n und hinreichenden Bedingungen geubt und vertieft
werden.

von f(x) vor

e keinen Vorze

werten, Wendepunkten bzw.

rekten Fachterminologie, wenn aus bereits
r Funktion geschlossen werden kann.
gegriffen werden.

Ubung 4.1

chung des Verlaufs von Funktionen an.
itungen dargestellt und die Stellen
tionen liegen, sind jeweils

muassen nicht erneut berechnet wi [r jede der gegebenen

h(x) und tragen Sie

3a, 4.5.4a und

ngen, ob die
en aus dem
inreichenden

en Sie jeweils ein Ergebnis, indem

15 Lehrerselbstverlag
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Funktion

f(x) = 2x* + 7x® + 5x?

o

-1
-2
-3
-4

1

Abb.4.5.3a

Bereits vorgebene bzw. berechnete Wert

f'(x)=0 ergibt

f"(xX)=0 ergibt

Markieren

1. Ableitung

f(x) =

i V t erfiillt
@) nicht erfilll

Q nicht erfullt

e Bedingung fur Extremwerte:
=0OTP OHP O Vermut. SP
=0OTP OHP O Vermut. SP
=0OTP OHP O Vermut. SP

notwendige Bedingung fiir Wendepunkte ist:

Runden Sie sinnvoll.

=0 O erfullt O nicht erfallt

0 Qeerfullt O nicht erfillt

ingung fur Wendepunkte:
f"(-1,466) =

f™"(0,284) =

en, dass die Fu den Stellen

ein tund an

hnung © Ursula Pirkl
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Funktion Bereits berechnete Werte: Funktion Bereits berechnete bzw. vorgegebne Wert
= 4 _ 3 2 .
g(X) 3x 8x® + 6x g '(X) =0 erg|bt x1=0 h(X) = 1,5X5 - 2,5X4 h'(X) =0 erglbt X1 = 0
X2 -4
¥|2.5 y X2=3
B-5 o

g"(x)=0 ergibt  x1 Z IDANNEIE h"(x) =0 ergibt
-1
-5

i Abb.4.55 , o
4 1 ! @bb. 4.5 4a. a | Markieren Sie die bb. 4.5.53.
-5 Abb.4.5.4
) 1. Ableitung i i U

1. Ableitung ‘

Qﬁ oq‘ It

9\0 erfij&%ht erfilllt
O

gung fur Extremwerte:

-91 -

1
BN

g'(x) =

e

4

=OTP OHP OVermutung SP

I ung hi de Bedingung fiir Extremwerte:
(0) = —OTP OHP O Vermutung SP = QTP OHP  OVermutung SP
9 "l = QTP OHP O Vermutung SP dige Bedingung fiir Wendepunkte ist:
) éotwendige Bedingung fiir Wendepunkte ist: Abb_4_5_5#= - O erfillt O nicht erfillt
; 9"(3)= O erfiilt O nicht erflll Q erfilllt O nicht erfilll

O erfilllt O nicht erfiillt shende Bedingung fur Wendepunkte:

OWP und OSP
R und OSP

Aagung fur Wendepunkte:

g zeigen die Berechnungen, dass die F Bn der Stelle

X3 efpunkt und an der Stelle x = einen Wendepunkt bes ung hat die

der Stelle dass hier

prechend zur Abbildung zeigen die Berechnygagen, dass die Fu aagerechte Tangente. Die hinreichende Begilyung fiir Wendep

punkt und an d daher nur um ei igen"

en Tiefpunkt, an der Stelle x = vorliegen kann. E

unkt besitzt. andeln.

hnung © Ursula Pirkl
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Ubung 4.2
Anzahl von Hoch-, Tief- und Wendepunkten bei ganzrationalen Funktione Or

gegeben.

—h
—_~
X
Z

I

—h
—~~
X
~
1l

Im Folgenden sind jeweils die Funktionsterme ganzrationaler Funktio 0
Ermitteln Sie jeweils die geforderten Ableitungen und erganz ic den
a) Ganzrationale Funktionen 2. Grades

ax? + bx +c
e ichu *des. Da & eichung

n bei einer 2.Gr . Nullstellen.

f(x)

e Bei der Berechnung der Null§le

maximal __ Ldsunge

e Bei der Berechn s. Da diese Gleichung

maximal __ Loés ades max. __ Extremwerte.

.Grades. Da diese Gleichung

ne GIe*
bei einir@ on 2. Grades max. __ Wendepunkte.

ng _ .Grades. Da diese Gleichung
3. Grades max. __ Nullstellen.

g der Extremwerte en

des. Da diese Gleichung
___Ldsungen haben kann, existieren bei e es max. __ Extremwerte.
ei der Berechnung der Wendepunkte entsteht eine Gleic a diese Gleichung

maximal __ Lésungen haben kann, existieren bei einer Funkti . __Wendepunkte.

Begrin ¥ Grades immer genau einen W
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\

¢) Ganzrationale Funktionen 4. Grades

f(x) =ax*+bx®*+cx?+dx+e

f(x) =

f“(x) =

¢ Bei der Berechnung der Nullstellen entsteht eine a dies eichung
maximal __ Ldsungen haben kann, existier i i Q ullstellen.

e Bei der Berechnung der Extremwerte e ese Gleichung

maximal __ Lésungen haben kann_exis

max. werte.
e Bei der Berechnung der Wen . lﬁ leichung

\g

% .~ Wendepunkte.

maximal __ Lésungen habe

N

hnung © Ursula Pirkl



Anwendung der Differenzialrechnung —

-94 - Verlauf von Funktionsgraphen

Kapitel 4

Aufgabe 4.6

Graphisches Differenzieren

a) Ermitteln des Graphen der Ableitungsfunktion durch graphisc

Erganzen Sie anhand der Abbildungen 4.6.1 und 4.6.3 zung
skizzieren Sie danach die drei Ableitungsfunktionen in Abb
kénnen Sie auch die Abbildungen von Aufgabe 4.4 Ubur)

st die

uen Kasten und
4.6.

.6.4. Als Hilfestellung
hen.

f(x)

ne Funktion fallt,
Funktio rte der
ten AbWunktion

, wo eine Funktion steigb
ind die Funktionswerte der
nachsten Ableitungsfunktion

)

6e Extremwerte einer

>

Funktion liefern die

F(%) der nachsten

Ableitungsfunktion.

"

/

endepunkte einer \

jefern die

f\bleitungs-

Abb. 4.6.1

15 Lehrerselbstverlag
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fi(x)

kt einer
n liefert einen

rpunkt achsten
leitung g mit der

Abb. 4.6.4

ler vorgeste raphische Differenzieren kann auf beliebi

ispielsweise trigonometrische Funktionen oder Exponential- u
Ubertragen werden.

nktionen, wie
usfunktionen

hnung © Ursula Pirkl
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b) Ermittlung der Ableitungsfunktion von f(x) = sin(x) und g(x) = cos(x) du gra

Ableiten
Verdeutlichen Sie sich die Abbildungen und ergéanzen Sie die Texte gen Spr
, »
1 —
A ® N %
. N G ) sYd die g%
f(x) = sin(x) er AN ngsfu 3
[
= en
nus dle
ngsfun g
‘

f{(x) = cosx

°
® der Sinusfunktion ergibt

Beim Ableiten der Cosinusfunktion

ergibt sich die an der x-Achse

gespiegelte

f(x)= sin(x)

f'(x) =

Die Funktion
sin(x) und cos(
reproduzieren sic
beim Ableiten.

15 Lehrerselbstverlag
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c) Aus der Ableitungsfunktion auf graphischem Weg eine maogliche Funkti von der

die Ableitungsfunktion abstammt.

Ermitteln Sie, wie im Beispiel erlautert, jeweils aus dem gegebenen
Verlauf einer Funktion, von dem dieser Graph abstammen kann.

Beispiel:

tammfynktion. Weitere

Die Nullstellen der
Ableitungsfunktion sind
dort, wo die Ausgangs-
funktion bzw. die sog.
Stammfunktion Extrem-
werte hat.

Mic Ageitu®q§nktion
itive Fu \ erte hat,
p steigt die "‘ On, von der

sie ab "
Ein Extremwé Weng & Jpleitungsfunktion

Ableitungsfunkt » ngo@&LY Funktionswerte hat,
aus € nde "-. unktion, von der sie

der |||“|‘ RN aNptammt.

~ )

f(x)

hnung © Ursula Pirkl
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Aufgabe 4.7

Vollstiandige ,,Kurvendiskussion“

Anhand dieser Musteraufgabe soll dargestellt werden, wie man schrit eh m eine

Funktion, ohne Einsatz von Graphikprogrammen oder der Erstellung e lle zu zeichnen.

Erganzen Sie fehlende Angaben.

Gegeben ist die Funktion f(x) = 3x? — x3. I v

(1) Ableitungen

f(x) =3x>-x°

&

b
Ny

Exponenten vo nd
rie zur y-‘ohs rzum or.
(3) VerRalten fiir x > N 0

Q

"

sind, liegt

Die Funktion verhalt sich fir grof3e
negative und positive Werte wie die
Funktion f(x) = —x3.

Markieren Sie im Koordinatensystem
Quadranten, in denen die Funktion
A erte verlauft.

lim f(x) = lim (—x*) = —

X—>too X—>too

lim f(x)

X——o0

Der y-AchSS
eine Nullstelle. ™
Punkt im Koordinat€

Ullstellen: f(x) =0

3x* -x*=0

er x,, =0 = Hinweis auf

agen Sie alle Nullstellen im Koordinaté . Anhand
der bisherigen Ergebnisse kénnen Sie die dd Er
Funktion schon annaherggbestimmen. Beispl Bnn man
den BerlUhrpunkt im J mit einem nac eten
Bogen kennzeick pine Zeichnung age von
Extremwerteg te bendtigt we diese
charakteristisd noch ermittelt

Ursula Pirkl 15 Lehrerselbstverlag
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(6) Extremwerte: f(x) =0

6x—-3x>=0

)

I
o
U

x
I

X, =

Hinreichende Bedingung:

Funktionswerte :

the im Koordinatensystem
darauf, dass die Lage von
und die Lage der Nullstellen

nktionsverlauf ergeben. Sollte dies

n, Uberprifen Sie lhre Lésungswege bei
gen auf Rechenfehler. /

Bei ganzrationalen Funktionen 3.
Grades ist die 3. Ableitung immer
ungleich null. Daher haben diese
ktionen immer einen Wendepunkt.

wert notieren und den

u wie mdglich, in dem Sie bei r Punkte alle

hnung © Ursula Pirkl
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Kapitel 5 Rekonstruktion von ganzrationalen Funktionen -101-
Kapitel 5: Rekonstruktion von ganzrationalen Funktionen
Prinzipiell kann man die Rekonstruktion von Funktionen als Umkehru
betrachten. Wahrend man bei der Kurvendiskussion den Funktionste on anhand

rm aus bekannten
ten sowie aus

von charakteristischen Punkten zeichnet, wird bei der Rekonstruktion
Eigenschaften ermittelt, wie der Lage von Koordinaten, Extr
Informationen zum Steigungsverhalten.

aufgaben eine
, Architektur
ansatzweise

Die Rekonstruktion von Funktionen spielt insbesonde
Rolle. Die Aufgabenstellungen stammen hier in
und Technik aber auch den Naturwissensch
jeweils in Grundzligen eine solche Modellier

Kapitel 5:
Rekonstruktion von ganzrationa

Aufgabe 5.1
flanzen

werden kann.
ie"dabei fehlende Angaben

zurlckgegriffen und ge . Funktion

d Ergan

X $ lanzen an ermittelten Funktionsgraphen in
Y mit

wel %zrationalen Funktion man den Verlauf der
&r ann.

b.

Man konnte die Kurve der \
Messdaten auch so ver-
langern, dass im Ursprung
und im Punkt P(10/20)
Sattelpunkte entstehen. Das
widerspricht jedoch der
Forderung, eine mdglichst
einfache Funktion zu finden/

16 ,
Maogliche x

Verlan ~
K

n

S

1 entstandene Kurve durc nale Funktion

Begrinden Sie,
' genden Satz erganzen.

nung selbstorganisiert er 3. Grades an

Der dug tstandene Graph hat Ext r einfachste

ehalten: hts reserved.
, auch auszugsweise, vorbehaltlich der Rechte,
aus §8 53, 54 UrhG ergeben, nicht gestatte

SelbstVerlag
es & Freunde GmbH, Koblenz (Ger,
ehrerselbstverlag.de

unktion mit diesen Eigenschaften ist ein .Grades.

rm: f(t)=at®*+bt?+ct+d Diesj oglichkeit, den
unktionsterm ei
Funktion 3. Gr:

hnung © Ursula Pirkl
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Formulieren von Bedingungen, welche die Funktion erfillen muss.
Anhand von Abb. 5.1.1 erkennt man, dass die gesuchte Funktion eine ganzrati . Grades
sein kann. Auf der Basis der Messwerte und aus dem Verlauf der Kur erung

annehmen, dass die Funktion im Ursprung und in Punkt P(10/20) je
beiden Informationen reichen als Bedingungen aus, um den mogliche

at. Diese

Mit
ten

onsterms
e ma
n folge

Rekonstruktion

1. Schritt: Dem Tex

ehme \i hen aI@n Funktionsterm es sich

Man entnimmt dem Text zunachst, \
welchen Grad die Funktion haben soll
und welche Ableitungen benétigt
werden. Da hier nur Koordinaten und
Extremwerte genannt werden,

kommen nur die allgemeine
Ausgangsfunktion und ihre erste
Ableitung in Frage. /

Funktlons erm = at3 0\

1. Ableltun f‘(t) bt +c

nehmen, welche die Funktion

Hinweis:

Bedingung, die sich auft =
endet, vereinfacht sich di
nt man bei dieser Rekonstru
ass die Kurve im Ursprung einen

15 Lehrerselbstverlag
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Die Funktion hat im Ursprung einen Extremwert.

Bedingung A:
Der Punkt O(0/0) liegt auf dem
Graph der Funktion.

gr Stellet=0

Ansatz fur die
Bedingung A.

Hier erscheint
eine 0, da
f(0) = 0 ist.

1. Zwischenergebnis:

Man kennt nun ¢ und d und setzt die beiden Werte in
gangsgleichung und ihre Ableitung ein. Man
oin erstes Zwischenergebnis.

schritt mit diesen
BN weiter.

Man rechnet a®
vereinfachten Fu

gebnisses einschliel3lich der noch nd bleitungen.

tionsterm: fi(t) = at® + bt?
 erste Ableitung
die zweite Bedi
mwert bezieht.

. Ableitung:  fi‘(t)= 3at? + 2bt

hnung © Ursula Pirkl
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Kapitel 5

4. Schritt: Wenn vorhanden, dem Text die zweite Information zu den Bedin
die Funktion erftllen muss.

, welche

Die Funktion hat im Punkt P(10/20) einen Extremwert.

Bedingung C:
Der Punkt P(10/20) liegt auf de
Graphen der Funktion.

— f(10)

hat an der Stellet =10

a- P ] = 000a +100b =20

300a+20b=0

U
- \) \
n ar die
: A
Bedingung D '> hsetze o 10 in die

Hier erscheint
wieder eine 0, da

AbleitulOs ersten
Zwis ®gebnisses

f19 3at? + 2bt

f(10)= ____gilt.

Man erhalt nun zwei Gleichungen
fur zwei Unbekannte und kann
damit im nachsten Schritt a und b
berechnen.

itt: Wenn keine weiteren Bedingungen bendtigt we
Parameter berechnen.

n sind, die gesuchten

osen des Gleichungssys

hen meist
Einset-
rens oder
en. Hier

urch das Einsetzen der Bedi
Gleichungssysteme, die entwed
zungsverfahrens, des Gleichse
eines Additionsverfahrens gelost
wird das Einsetzungsverfahren gew

Gleichung Il nach b auflésen:  20b =

15 Lehrerselbstverlag
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b in Gleichung | einsetzen: 1000a+100-(-15a)=20

1000a

fur b ergibt sich damit:

Schritt 6: e
3
5

ebnis ein und erhalt
Funktion, welche in Kapitel
as Wachstum des Blattge-

eln, werden mit Hilfe

aufgestellt. Bei dieser Rekonstruktion w.

und ___ zu bestimmen. Mit den gegebe wurden vier

ir werden in den folgenden n, dass bei

gabe die Anzahl der Bedingu it der

menden Koeffizienten libereinsti

hnung © Ursula Pirkl
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Aufgabe 5.2

Modellierungsaufgabe zum Ermitteln eines funktionalen Zusammenhang
Skater-Bahn

Herleitung einer allgemeinen Funktionsgleichung

Eine Baufirma mochte flr den Bau von Skater-Bahne rks pag@yenaues und
vorgefertigtes Schalungsmaterial anbieten, das v ausge erden muss.
Die Schalung i e Module

miteinander
| abge &i dem die

stlcken ( kchelte Linien)
g

@e bendtigt man zur

%i

aschinen eine
s. Aus der Abb. 5.2.2 kann
ahnelt. Aus den Angaben in

Form entstehen kann?

we

(2) Wie figt man am besten ein Koordina-
tensystem ein, so dass ein moglichst

4m '
Abb.5.2.2

den Grad 3 haben
tnisse zum Verlauf
ieser moglichen

Begrinden Sie, warum die gesuchte ganzrationale Fu
muss und verlangern Sie dazu auf Grund |hrer bisher e
von ganzratj in der Skizze den dargestell
' nd nach rechts.

15 Lehrerselbstverlag
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zu (2) In die Skizze von Abb.5.2.2 soll nun ein Koordinatensystem eingefligt
mehrere Alternativen. Ziel ist es hier, das Koordinatensystem so ein
mit einer moglichst einfachen Funktionsgleichung beschrieben werde

Abb. 5.2.2 eine Skalierung fur die Achsen.

Form einer
rum sich bei der

b) Geben Sie fir jede der zwei dargestellten
ganzrationalen Funktion dritten Grades a

Rechnung fur die Variante 2 entschej
ariante ‘\0
y
gemeiner ;nsterm
N\

Allgemeiner Funktionsterm

f(x) =

Abb.5.2.4

egrundung:

gemeinen
X werden auch als
eter bezeichnet.

ei Koeffizienten zu bestimmen sind, bendti an Be an kann hier
Koordinaten des Hochpunktes HP( er die Koordina

founktes TP( / ) verwen n, dass die Fu sprung

hnung © Ursula Pirkl
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einen besitzt, ist ungeeignet, da jede

Funktion 3. Grades diese Eigenschaft hat.

Zusatzinfo:

Ein Wendepunkt im Urs
f“(x) = 0. Daraus ergeben
denen man keine iZi

en f(0) =0 und
der Form 0 = 0, mit

Formulieren von Bedingungen, welche d

Die Funktion ist eine zum Urspr
Tiefpunkt TP(2/-1,5).

ganzr@:unktion & s und hat einen

S
di.naten o‘

. Dem Text formatio hmen, um welchen allgemeinen Funktionsterm es sich
handelt; notwendige gen bilden.
Funktion: f(x) = ax® + bx

atnehmen, welche die Funktion

Die Funktion hat einen Tiefpunkt TP(2/-1,5).

Bedingung A:
Der

Die Funk
die Steiguny

= f(2)=_

15 Lehrerselbstverlag
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(1) b=-12a

(1)

4. Schritt: Endergebnis fir f(x) f en Oben berechnete Werte fur a und
b in f(x) = ax® +bx? einsetzen.

359,

f(x):ﬁx

unktionsterms einer ganzrational€

ganzrationale Funktion 4. Grades hat im Ursprung einen
tremwert. Bestimmen Sie einen moglichen Funktionsterm.

kt P(3/-27) einen

Rekonstruktion

1. Schritt: hmen, um welchen allgemeiné Rrm es sich

N eine ganz-

ax*+bx®+cx2+dx+e

eitungen: f{(x)

fi(x) =

hnung © Ursula Pirkl
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2. Schritt: Dem Text die erste Information zu den Bedingungen entnehmen, wg tion
erfillen muss.

Die Funktion hat im Ursprung einen Sattelpunkt.

adingung C:

Bedingung A: Bedingung B: Jleichzeitig ein
Der Graph geht durch Wendepunkt:
den Punkt O(0/0). waagere,

Daher ist
= f(0)=_

A: f0)=0 =
B: f'(0)=0 =
C: f"(0)

er Ausgangsfunktion wird
*1 erw. facht rc, d, und e jeweils 0 einge-
etzt. Dadurch entsteht hier im
3. Schritt eine Funktionsglei-
chung, die nur noch die Koeffi-
zienten a und b besitzt. Diese
neue Funktionsgleichung wird

) Mman zuey edingun
r fallen
ert Null S en.
hier als ,erstes Zwischenergeb-

N i .
@ QIS f1(x)“ bezeichnet /

3. Schritt: Erstes Zwischenergebnis flur die gesuchte Funktion und ggf. ihre Ableitungen angeben.

den weiteren Bedingungen die Infor-
einem Extremwert vorhanden ist,
e Ableitung gebildet.

ritt: Dem Text die zweite Information zu den Bedingun¥ elche die Funktion

erfullen muss.

—27) einen Extremwert.

Bedingung E:
Die Funktion hat an déd
x = 3 die Steigung 0.

15 Lehrerselbstverlag
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E: f'(3)=0 =4a-_*+3b-_2=0 = 4.

5. Schritt: Berechnen der Parameter

| 4a+b= 0 ictet siglilas ‘\

Il 3a+b=—1[I-II \sverfAn an.

a=

Aufgabe 5.4 9

Ermitteln des Funktionsterms einer ganzrationalen Funktion ohne Anwendungsbezug. Im Rahmen
dieser Aufgabe werdas ungsverfahren fir die Berechnung der Parameter
a, b und c had

at im Punkt WP(1/2) einen

2. Ableitung

hnung © Ursula Pirkl
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Verfahren 1
Dieses Verfahren bietet

man das Lésen linearer
systeme umgehengll bzw.
spater Bedingun
sich auf die Integ

Schrittweises Ersetzen der Variablen

2. Schritt: Dem Text die erste Information zu den Bedjgunge
erflllen muss.

Die Funktion hat im Punkt WP(1

Bedingung A:
Der Punkt WP(1/
dem Graph

ng zu beginnen. Da durch das

im FunFﬁim Summanden weggefallen, wird

die Rechnun

us der Bedingung B in f(x) ein, erhalt man als
ktionsterm, bei dem die Anzahl der
ommen hat. Mit diesem Zwischen-
die Bedingung A ein.

Funktionsterm erstes Zwischenergebnis:

15 Lehrerselbstverlag
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Man setzt nun die
erste Zwischenergd
damit ein zyaites Z

Funktionsterm zweites Zwischenergebnj

3. Schritt: Dem Text die zweite Information zu den B
erfillen muss.

’n, wel ie Funktion

Die Funktion geht durch den Pu

—=16a—-24a+5a=-3
=-3
a=1

4. Schritt: Angeben der gesuchten Funktionsgleichung

Durch Einsetzen von a = 1 in das
eite Zwischenergebnis, also
alt man den gesuchten
m far f(x).

is: f(x)=x*-6x>+7

hnung © Ursula Pirkl
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Verfahren 2

Erstellen eines linearen Gleichungssystems

1. Schritt: Siehe Verfahren 1

2. Schritt: Dem Text die erste Informationen zu den
ermittelten Ansatz bzw. die entsprecheaden

Die Funktion hat im Punkt WP(1

Bedingung A:
Der Punkt WE

3. Schritt: Wenn vorhanden, dem Text die zweite Information zu den Bedingungen entnehmen, welche
die Funktiop ccts

Bedingung C:
Der Punkt P(2/-1) liegt auf
dem Graph der Funktion.

= f(2)=__

+Cc= = 16a+4b

Ursula Pirkl 15 Lehrerselbstverlag
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4. Schritt: Erstellen und Losen eines linearen Gleichungssystems zur Berech

I 6a+ b =0 | ibernehmen
I a+ b+c=2

1] 16a+4b+c=-1 |II—III
I 6a+ b =0

IV —15a-3b =__ | I+1IV

sammenfassen,
LGS losen.

a=1

a einsetzen in I: 6-
a und b einsetzen in 6

5. Schritt: Angeben

en der berechneten
e in f(x) liefert den
esuchten Funktionsterm.

hnung © Ursula Pirkl
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Information 5.1

a) Festlegen des allgemeinen Funktionsterms in polynomialer Form

Da das Ldsen des Gleichungssyste
werden kann, wenn viele Koeffizient
man darauf achten, eine maQ
zu verwenden. Vor allem fu

Grad
der

Funktionsterm bei
Vorliegen von

rie zur Punktsymmetrie zum
Ursprung

5 f(x)=ax® +bx* +c9dx2 +ex+f f(x)=

Punkt P bekannt sind, kann man
nktform der Parabel verwendermn oordinaten von Punkt P lasst

n in einem Schritt der Parameter a bestimm

x):a(x—x0)2+y0

c) Funktio nktionen mit Grad n, bei d tellen x4, x2, ...

ellen bekannt sind, kann man die Fun
orm verwendelY Das Einsetzen der Koordinaten von Punk
eter a.

ng in
n einen Wert

X (X=X, ). (X~ X,)

15 Lehrerselbstverlag
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Ubungen
In den folgenden Ubungen soll die Vorgehensweise bei der Rekonstruktion, oh
Erlauterungen, an weiteren Beispielen gelibt werden, wobei die beide
dargestellt werden. Vervollstandigen Sie dazu im Folgenden ggf. feh
Ubung 5.1
Eine ganzrationale Funktion 3. Grades schneidet die x_ghse
hat an der Stelle x = 1 einen Sattelpunkt.

Verfahren 1: Schrittweises Ersetzen der

1. Schritt: Allgemeine Funktion

f(x)=ax® + bx? + cx

men

einen Satt . D.h., es liegt ein Wendepunkt mit einer
. 3& die Steigung bzw. die erste Ableitung an der

Informationen
an der Stelle x =

Wendepunkt

b=-3a

=ax’-__ x*+cx+d

3ax? —6ax+c

Die Information zur Steigung an
der Stelle x = 1 in das 1. Zwischen-

2.Zwischenergebnis :

hnung © Ursula Pirkl
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3. Schritt: Zweite Information aus Text entnehmen

x = —1 ist Nullstelle. Die Steigung an der dieser Nullstelle ist 3.

Mit der Bedingung beginnen,
die eine Information zu einer
Ableitung enthalt. Werte in
das 2. Zwischenergebnis
einsetzen.

|
I
+
o
I
o

4. Schritt: Gesuchte E

l(x3 —3x* +3x+7)

erfahren 2: Ermitteln der Parameter mit einem linearen Glei

1. Schritt: Allge
Dieser Schritt ist
mit dem Verfahren
1 identisch.

15 Lehrerselbstverlag
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2. Schritt: Erste Information aus Text enthehmen

x = —1 ist Nullstelle. Die Steigung ist 3. die Reihenfol

Informatio
diesem Ve

C: f(-1=0 = a- +b-

D: f'(-1)=3 =

3. Schritt: Zweite Information aus

An der Stelle x = 1 gi

it waaiiN‘r Tangente).
oe 3a+b=0

Die Reihenfolge, in der man
die aus den Bedingungen
hergeleiteten Gleichungen
anordnet, spielt prinzipiell
keine Rolle. Hier wurde unter
dem Aspekt der Ubersicht-
lichkeit darauf geachtet, dass
die Gleichungen Il und IV
direkt untereinander stehen,
da c eliminiert werden soll.
Auf diesem Weg lasst sich
dieses lineare Gleichungs-
system auch ohne
Computerunterstiitzung mit

wenig Aufwand I6sen. /

-Vv:

a,binlll:

a,b,cin[;

f(x) =%(x3 —3x? +3x+7)

Ubungen:

hnung © Ursula Pirkl
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Kapitel 6: Extremwertaufgaben

anwendungsbezogene Aufgabenstellungen zu betrachten. Da man i
Beispiele zu diesem Aufgabentyp findet, soll im Rahmen dieser Unte

werden.
Aufgabe 6.1

Grundlegendes zur Bearbeitung von Extremy

Angrenzend an eine bestehende Mauer soll
grolitmogliche rechteckige Flache g >
Der gewilinschte Zaun kann im B
fur 75 Meter Zaunlange erworbe

Kapitel 6:
Extremwertaufgaben .

Abb. 6.1.1

eufsicht &jeweils die Mauer und das

inzaunu Verdeutlichen Sie sich anhand
stellun: Sie den Satz auf der folgenden Seite

\& \ |
I b=10m
a=7m
Abb. 6.1.2.2
|
b=20m
Abb. 6.1.2.3 Abb. 6.1.2.4

nung selbstorganisiert er

ehalten: hts reserved.
, auch auszugsweise, vorbehaltlich der Rechte,
aus §8 53, 54 UrhG ergeben, nicht gestatte

SelbstVerlag
es & Freunde GmbH, Koblenz (Ger,
ehrerselbstverlag.de

Abb. 6.1.2.5
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Kapitel 6

Die Lange der Seite a ist abhangig von der Lange der Seite

wird die Lange a. Die Lange a kann man mit der Formel a =

berechnen. Verwendet man diese fur a ermittelte Formel fir die F

so ergibt sich fur die Rechteckflache der folgende Ansatz;

b) Berechnen Sie fur das eingezaunte Rechtec
in der Tabelle angegebenen Werte von b.

ird, desto

b [m] 0 37,5
a=75-2b [m]
A=ab [m?]
c) itéSt in Ab w dargestellt.
, dass on f(b) der Rechteckflache A beschreibt, indem Sie die
prechenden w aus de in Aufgabenteil b) als Punkte im Diagramm unten

agen.
(2) autern SleMrlegungwer Bildung des Funktionsterms von f(b) zu Grunde liegen.

Ursula Pirkl
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d) Erganzen Sie den folgenden Satz einschliel3lich der Berechnungen.
Die Grolie der eingezaunten Rechteckflache hangt von den Werten ab, w j inge b

annimmt. Fir b = 0 und b 37,5 m entsteht Rechteck,

annimmt. Die Flache wird dort am groften, wo sich der Funktion f(b)

befindet, mit der die Flache berechnet wurde. Da on b, fir den die Flache

am groften wird, ermitteln, in dem man die i ktes d
ermittelt. Verwendet man fir die Ermittl %ferenmalrechnung,
éemale
, fir den
oder Extrem-
aben dieses Typs

ufgaben bezeichnet.

so ergibt sich der Ansatz:

ert b, fird e'gn ezau

Rzahl flr de wert di

k eckflache maximal bzw. extremal wird,
che an, indem Sie die folgende Rechnung

Hochpunkt: f'(b)=__ "

Das hinreichende Kriterium
Ur einen Hochpunkt ergibt
hier schon bei der

0g der Ableitungen.

T"(b) = <0 = Es liegt ein

GrolRe der Flag

atzinformation Optimierung:

Da man mit dem zur Verfligung stehena
maogliche oder auch optimale Flache ein
werden Extremwertaufggben auch als Op
probleme oder Opsd ngsaufgaben b

hnung © Ursula Pirkl
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Aufgabe 6.2
Prinzipielle Vorgehensweise bei Extremwertaufgaben.
Obwohl es flir Extremwertaufgaben eine Fille von unterschiedlichen , kann man

ammenfassen.
nsaufgaben eine
kornmt. Verdeutlichen
n Ubungen an.

0‘3

die Betrachtungen aus Aufgabe 6.1 zu einer prinzipiellen Abfolge von
Damit entsteht ahnlich zur Vorgehensweise bei Kurvendisku
Art ,Kochrezept®, das bei der Bewaltigung der Aufgabenstell
Sie sich die einzelnen Schritte und wenden Sie das Ve

en, dass nur die

Analyse der Aufgabenstellun
(1) Zeichnen einer Sk
veranschaulic
Rechnu ntlichen GréRen

edlng |an|eBen Unwichtige
eggelassen werden.

ormeln fir die Losung des
ann man bereits hier angeben.

estlege we GrolS bl werden soll.

RefyeckM®he A%Q
90

Ermitteln der Zielfunktion

1. Schritt

2. Schritt

angs fiir die zu optimierende GroRe,
a soll.

Info 1% \

Die Flache wis a-b berechnet. Wir
wissen aus Aufga® g andert, wenn man b
verandert. Das drick den Ausdruck A(a,b)
(sprich: A von a und b) @ ch bedeutet das,
dass eine Funktion gleich Variablen
bhangt. Bei Extremwertaury pan in diesem
all Nebenbedingungen (s.u. eachten.

0 2: Nebe ngung
Ergibt sich aus dem Ansatz flr die zu optimierende Grofe ei
Funktion, die nur von einer Variablen 3kdlingt, dann ist das
bereits die gesuchte Zielfunktion. D den von Neben
bedingungen entfallt und mang Schritt 3.

Ursula Pirkl 15 Lehrerselbstverlag
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(2) Formulieren der Nebenbedingung, wenn es die Aufgabe egforde

a=75-2b

be-
hen. Das geht
%I Variablen
peiden Variablen eine
penbedingung kann

hier in Angabe, dass
. e 6.1 kann

rechnen, muss man die ermj
aber nicht, wenn die Fun
abhangt. Das heifdt, man

dem Text entnom
maximal 75

(3) Formulieren
die Aufgabe e

in die Funktion
[funktion f(b), die
Variablen b abhangt

3. Schritt

(1) Bilden de iden Ableitungen der Zielfunktion

ste Ableitung null setzen ung auflésen.

fb) =0 =  b=1875

(3) Durch Einsetzen des Ergebnisses bzw. der
Glei r zweiten Ableitung prufe

er gelosten
um oder ein

alls gefordert, die MaRzahl der zu optimiggenden GroRe be

Fur die maximale Flache gilt: A, =

hnung © Ursula Pirkl
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Ubungen
In der folgenden Extremwertaufgabe soll untersucht werden, inwiefern man bel von
Lebensmitteln und Getranken in Dosen dem rein mathematischen Op , indem

Ubung 6.1

Handelslbliche Dosen haben beispielsweise
850 ml und 425ml, wahrend man bei Getran
findet.

Es soll nun ermittelt werden, welche g es r\& tranke einem
vorgegebenen Volumen von 0,5 |4 r UChQ rstellung
- g

minimal wird, also Ressourcen g

t%gmengen von

33 1bzw. 0,51

1. Schritt Analyse

Formeln fur den Zylinder kénnen hier
notiert werden.

Volumen: QGrundﬂéchethe = V=

+27r-h

Oberflache des Zylinders: O —

2. Schritt Ermitteln der Zielfunktion

alen Zusammenhangs fir © ende Grofe,
n Extremwert annehmen soll.

Wenn beispielsweise di
Bedingung, dass d
die Grundflachg

15 Lehrerselbstverlag
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(2) Formulieren der Nebenbedingung, wenn es die Aufgabe

V=05I= cm? Die Informati

500=nr’-h = \
iner der
1e Funktion f
Einsetzen von V in die Fo 0 der h.

lumen des Zylinde

Damit beziehe /
Langenmale .

die Zielfunktion f(r), die nur noch von
der Variablen r abhangt und damit in
Schritt 3 abgeleitet werden kann.

3. Schritt Berechnen des Extremwertes

er Zielfunktion

hnung © Ursula Pirkl
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(2) Erste Ableitung null setzen und entstandene Gleichung I6se

1000 _

r.2

f'(r) =0 =  4nr-— 0

der geldsten
inimum oder ein

bschatzung, ob das Ergebnis
negativ oder positiv ist. Hier kann
der Wert nicht negativ werden.

Vv o

4. Schritt Falls gefordert, d&l&zahl der zu optimierenden GroRen berechnen.

Die Einheit cm ergibt sich aus
den Uberlegungen zur Einheit
o 2. Schritt.

unter (2)
h einsetzen.

Fertigung von Getrankedo
aterial zu verbrauchen fol§

Optimierungs-

in der Praxis
Sie mogliche
aben konnten.

delsuiblichen Form von Getrankedd

15 Lehrerselbstverlag
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Ubung 6.2

Sie haben in Ubung 6.1 festgestellt, dass man fiir die untersuchte Getrankedo
Verpackung benétigt, wenn der Durchmesser und die Hohe gleich sin
Aufgabe gepruft werden, ob dieses Verhaltnis von Durchmesser und
gilt. Vervollstandigen Sie dazu unter Bezugnahme auf Ubung 6.1 die
1. Schritt Analyse der Aufgabenstellung

(1) Zeichnen einer Skizze, welche di
veranschaulicht.

i rundflacl e
1P oz.ﬁachwﬁ
en, welx‘a&e ext& den soll.

berflac Iinders&
2. Ermittv ielfunkw
(1) Ermitteln ein ionalen Zusammenhangs fiir die zu optimierende GroRe,

d.h. die GroRe,

den Extremwert annehmen soll.

Aufgabe erfordert.

V = const.

gleich blert
NebenbedingC
kein Zahlenwert

dung der Nebe , wenn es

hnung © Ursula Pirkl
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3. Schritt Berechnen des Extremwertes

(1) Bilden der ersten beiden Ableitungen der Zielfunktion

f(r) =2nr® + LAy
r

fi(r)=

fi(r)=

f(r)=

(2)

\

Setzt man far g:dem Ziehen der dritten Wurzel den Ausdruck 1rr*h ein, folgt:

r3_;€r2~h

‘: r2 Die Division durch die Losungs-
variable ist hier erlaubt, da die

maogliche Losung r = 0 nicht

sinnvoll ist und damit wegfallt.

Durch Einsetzen des Ergebni
Gleichung anhand der zweiten Ab
Maximum vorliegt.

isse aus der gelosten
ih Minimum oder ein

on f“(r) wird nicht
ist, wird hier

Schritt

zylindrischen Dosen ist der Materialve

orgegebenen Volumen dann am geringsten, gaenn der Durchmé p HOohe der

15 Lehrerselbstverlag
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Aufgabe 6.3

Haufig beziehen sich Extremwertaufgaben auf Problemstellungen, bei denen s
Zusammenhange ergeben, die sich in einem Koordinatensystem dars
Standardaufgabe ist hier, dass zwischen einer Kurve und der x-Achs
soll, dass die Rechteckflache maximal wird. Erarbeiten Sie sich die LO
fehlende Angaben erganzen.

Aufgabenstellung

Abb. 6.1.3 zeigt ein reetgedecktes Dach mit einer Dac
Das Fenster in der Dachgaube ist dem Eigent{
und er mochte es bei anstehenden Renovier,
durch ein rechteckiges Fenster ersetzen, d
grolde Flache hat.

a) Ermitteln Sie anhand der ang e 3
Gleichung einer Funktion, we er Dachgaub
beschreibt. Als stark vg C nn e bei dies
N c Fo ach

Die Parabel so in ein Koordinatensystem
einfigen, dass man Symmetrieeigen-
schaften ausnutzen kann.

punkt S(b/c) der Parabel
er Ansatz Uber die
x)=a(x—b)+c

X) = ax? + 1
Pe) Ermittlung der

Schritt

Ergebnis

4 ,
X)=——X"+1
PXx) = -3

hnung © Ursula Pirkl
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b) Extremwertaufgabe
3. Schritt Berechnen des Extremwertes

1. Schritt Analyse der Aufgabenstellung
(1) Bilden der ersten beiden Ableitungen der Zielfu

(1) Zeichnen einer Skizze, welche die prinzipielle A A'(x) =

veranschaulicht.

Die Seiten des ' _ch_ten von \ A'X)=__

Rechtecks kann rieeig haften

man anstatt mit bel d ertaufgabe (2) Erste Ableitung Null setmo
a und b auch ensymmetrie,

mit x und y e zu v mfachen A'(x)=0 -

bezeichnen. C tetf chnung

1. Qua /

! ‘ E X §'E7
enhangs fur die zu optimierende GroRe,
annehmen soll. 8 /3
inreich mgu :_5 7< 0 = Maximum

man x andert, verschiebt sich der
kt P. Damit andert sich auch y und Der genaue Wert spielt keine
ie Flache ist gleichzeitig von x und y E Rolle. Das Ergebnis ist hier

X
¢ ¥

Ansatz fir die
uf den ersten
ranten bezieht, fallt die
gative Losung hier weg.

abhangig. eindeutig negativ.

ingung, wenn es die Aufgabe erfordert.

4. Schritt E

Funktions-

(3) Einsetzen der Nebenbedingung in A(

=X- —ix2+1)

on etwa 0,67 m und eine B

15 Lehrerselbstverlag hnung © Ursula Pirkl
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Kapitel 7: Produkt-, Quotienten- und Kettenregel

Neue Ableitungsregeln werden erforderlich.

Bisher wurden im Rahmen der Differenzialrechnung nur ganzrationale d einfache
Wurzelfunktionen, sowie einfache trigonometrische Funktion

Allerdings kdnnen beispielsweise bei der

Beschreibung von Schwingungen mit Hilfe der
Sinusfunktion auch Funktionen auftreten, die
formelmaRig eine kompliziertere Struktur ha
Jeder hat schon beobachtet, dass die Ampli
(Ausschlag) eines Pendels mit der Zeit klei
und das Pendel letztendlich zu Ru
Abbildung rechts ist ein Verlauf s er
gedampften Schwingung aussc

Kapitel 7:
Produkt- Q

>

annten r
neue ALgit regeln z iten.

Hin L Y gend ten Reggl spater auch in der Integralrechnung
AnVE®Tng, da e rrespoi Integrationsregeln gibt.
Aufgabe 7.1 .

Die Produktregel der Differenzia;echnung

egeln nicht moglich. Daher ist es

Anhand der Fug &2 oben) soll die Produktregel zunachst anschaulich

Produkt der

aktoren 1 und sin(x)
X

zusammen. Es ist Ublich
einen Faktor mi
einen Fakig

nung selbstorganisiert er

ehalten: hts reserved.
, auch auszugsweise, vorbehaltlich der Rechte,
aus §8 53, 54 UrhG ergeben, nicht gestatte

SelbstVerlag
es & Freunde GmbH, Koblenz (Ger,
ehrerselbstverlag.de

f(x) = u(x) - v(x)
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a) Geben Sie die Ableitung der beiden Funktionen u(x) und v(x) an.

u(x) :% = u'(x)=

v(Xx) =sin(x) = V'(X)=

b) Verwendet man ein Computeralgebrasystem (vgl’
bestimmen, so erkennt man, dass f '(x) sich g j
u'(x) und v'(x) ergibt, sondern dass hier ei
Erlautern Sie, warum sich aus dem ange
ableiten Iasst, in dem Sie die Sprechblas

ten Funktionen
en muss.
Tafelw egebene Formel

ist die Ableitung
Ergebnis CAS

von v(x)=___
also v(x).

l ist der Funktions-

X
term von __ (x).

sich eine Fun@ien Fa& (x) und v(x) zusammensetzt, entsteht bei der
ng eine

—(x)und _(x)

Der erste Summ der Ab tgfunktlon ist das Produkt aus:

Der zweite Summand der Ableitungsfunktion ist das Produkt aus: __ (x)und _ (x)

f(x) = u(x)-v(x)

f'(x) = u'(x)v(x) + u(x)-v'(x) o

ungsfunktion

ten kann in
rt gibt es einen

Hinweis: Dj

oduktregel mit Hilfe des Dif
eise Wikipedia, nachgeschlag
alen Beweis der Produktregel.

15 Lehrerselbstverlag
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Beispiele zur Anwendung der Produktregel

Anhand der folgenden Beispiele, bei denen man nach geeigneter Umformung
bekannten Ableitungsregeln anwenden kann (ist einfacher), also strenggaaomm ktregel
bendtigt, soll die Regel nun verifiziert werden. Erganzen Sie fehlendé

‘L'

Anwenden der Produktregel ckannte Regel

Beispiel 1: u(x) bzw. u und v(x) bzw. v
, s jeweils einen Faktor des
f(x)=x_- X Funktionsterms zuordng .
u(x) v(x)

i di bekannten

Anwenden bekannte Regel

Uberprifung mit bekannter
Regel:

e der Produktregel ab. (Raum fir Re

b) f(t) = sin(t)-sin(t)

e) f(t) = \[1-x°

hnung © Ursula Pirkl
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Aufgabe 7.2
Empirische Herleitung der Kettenregel

Die Herleitung der Kettenregel kann wie auch die Produktregel allgemgg
zialquotienten erfolgen und somit in der gangigen Fachliteratur bzw. i en werden.
Zur Verdeutlichung der Kettenregel soll im Rahmen dieser Unterlagen

1. f(x)=ax+b mit CAS
f(x) = (ax + b)? mit CAS
f(x) = (ax + b)® mit CAS

(
(
f(x) = (ax + b)*
f(x) = (ax + b)®
f(x) = (ax? + b)®

(

(

(

f(x) = (ax® + b)®
f(x) = (ax* + b)®

f(x) =

a(a
f'(x) = 10 %
w2 &8
Q&ﬁ(ax“ o

© © N o g k~ 0D

= 5(4 +bx)*

QAbleitung und versuchen Sie herauszufinden

verringert und die urspringliche Potenz erscheint als Faktor

eitungsfwibt der
Die Potenz der Klammer wirdég

der Klammer. Das entspricht der regel beim Ableiten von f(x) = x". Als

weiterer Faktor des Ausdrucks, der in der

n Sie mit Hilfe ihrer in a) formulierten Ver er folgenden Funktion:

f(x) = (ax*+b)3

Zusammenge-

lammer mit um fasstes Ergebni

1 verringerter
Potenz

liche Potenz
der Klammer

hnung © Ursula Pirkl
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c) Begriffe Verkettung, innere- und auBere Funktion

AuBere Funktion
Die auBBere Funktion

und besteht hier gus de
wobei es egal ¢ i

mere Funktion

Den in der Klammer eingeschlosse- den Term in de ) substituiert (ersetzt),
nen Ausdruck, hier also ax*+ b, \ 3 oder kurz _(u).3. Wie
nennt man innere Funktion. Meist . erken die aulRere

wird die innere Funktion mit u(x)
bezeichnet. Abkirzend kann man
auch nur u verwenden.

O
ie auBere

er einfach mit v(u).
Innere Funktion are 4 i Q 60
t(x)=ax4+b oder u= [+ L &‘ /

@
\ 4

) .

% den Beg
- Entwickel
e,

vor u
Packpapier. W

ist, schliebt da
nabhanV

e und anschauliche
re Funktion u(x) als

/

abenteil b) unter Verwendung der neuen Begriffe
olgende Zuordnungen treffen.

innere a
Ableitung Ableitun

ganzen Sie den folgenden Satz:

Bei verketteten Funktionen wird die Ableitung von f(x) berechne Ableitung der

e Darstellung Kurze Darstellung

(u(x)) f(x) = v(u) _ duBere
'(%)V'(u) £1(x) Ableitung

15 Lehrerselbstverlag
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Ubung 7.2

Verdeutlichen Sie sich anhand der Beispiele die Anwendung der Kettenregel u dabei

fehlende Angaben.
Beispiel 1: f(x) = (5x2 + x)*

1. Schritt: Zuordnen der inneren und dulReren Funktion

f(x) = (5x* + x)* AuRere Funkti
%,—/

)

inneren ue eren F

leiten au
unktlo ach u

v(u(x))

O
\‘1*&a

0

Innere Funktion:

u(x) =

2. Schritt: Voneinander, ite

QO\? \\

3. Schritt: Zusammenfassen de%zelnen Ableitungen zum Ergebnis, entsprechend zu 7.2 b)

sammenfassen
gebnisses.

(x+2)

NS

Nur die dulRere \
Funktion, also die
Klammer, wird ab-
geleitet, egal was in
der Klammer steht.

x) nach

Eselsbriicke:
v = (egal)*

= 4(egal)®
/

v'= 4(5x2 +x)3

Rucksubstitution des
Ausdrucks fur u

f'(x) =

Beispiel 2: f(x)=+/x* +4x . Kontrollergebnis: f'(x)=

AuRere Funktion:

-

1. Schritiyg

Innere Funktion:

u-=

erselbstverlag hnung © Ursula Pirkl
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2. Schritt: Innere Ableitung aullere Ableit
u=x*+4x

u'=

3. Schritt: f'(x)=

Beispiel 3: Ableitung von f(x) =

f(x) =cos(2-3x)
f'(x)=u"v'

Rucksub-
stitution

Ubun

Berechnen Sie die folgenden Ab@gen mit der Kettenregel und stellen Sie die Ergebnisse so einfach
wie moglich dar.

f(x) = (5x — c) f(x)=cos (x?)
f)  f(x) = cos?(t)

i) f(x) =3 sin(1-0,5)

15 Lehrerselbstverlag hnung © Ursula Pirkl
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Aufgabe 7.3
Quotientenregel

Die Quotientenregel kommt zum Einsatz, wenn der Funktionsterm al

dargestellt werden kann, also die Form f(x) = ux) hat.

v(X)

f(x)=u(x)- (v(x)

nner i \
i% eitung
ohne die Anwen eIt einer
Kombinati itteln. D E%tz
d chenauf d ist
' . eispiel *

regel kdn a“en gangigen Fachbulchern
' nur die elbst angegeben. Die
t. |

Die Herleitung und g4
und bei Wikipedia n3
Anwendung wicd

unktion = oder kurz: fi(x) =t

S w

Beispiel 1:

hnung © Ursula Pirkl
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Beispiel 2:
Erlautern Sie die Bedeutung der angegebenen Zeilen und der Rechenschritte |

Erlauterungen

1) USX  VEx+2
(2) =1 v=2x

@) =L

@ 109 ="rae

(%) Fi(x ()(22:-);2)2

0 &

<
Q‘g s{&

rmlttelt anktlon - die Ableitungsfunktion

e Sie, ob&Ergebms richtig ist.
xl+1

Ursula Pirkl 15 Lehrerselbstverlag
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Ubung 7.5
a) Ermitteln Sie die erste Ableitung der Funktion f(t) = mit Hilf tien rgleichen

sin(t)
Sie dazu auch Ubung 7.3.

b) Ermitteln Sie die erste Ableitung der Funktion f(t) =

Zur Kontrolle (eines der beiden Ergebnisse tg = t(?o—zs((:))
sin

c) Ermitteln Sie die erste Ableitung der Fun
beispielsweise anhand eines geg;
enthommen werden kdénnen.

hnung © Ursula Pirkl



-148 - Produkt- Quotienten- und Kettenregel Kapitel 7

Aufgabe 7.4
Kombination mehrerer Ableitungsregeln
Es ist haufig notwendig, bei einer Ableitung mehrere Ableitungsregel ufg enden.

Man muss dann zuerst entscheiden, welche Regeln Gbergeordnet un untergeordnet
angewendet werden. Verdeutlichen Sie sich die folge anach die

i nden Bgi@lcle un
Vorgehensweise auf die nachfolgenden Ubungen an.

einmal u und v verwenden.
en die Funktionen a(x) als

u 7x) |
b(agi = sina 0 - /
‘:0;'— &os(&rx)
Q S

AT

f'(x) = sin(2nx) + 2nx cos(2nx) 9

Beispiel 1: f(x) = xsin(2nx)

Ubergeordnete Regel

kettet. Daher
Kettenregel.
f(x) = x -sin(2nx)
- —-
u(x) v(x)
v
Vl

Beispiel 2: f(x) =x+xcQ

U X) Zellegei -
egel die Ubergeordnete Regel.

X) = X 4+ XCOSX
——
u(x) v(x)

Ableitun

vi=a'b+b'a
v'=cos(x)— xsin(x)

15 Lehrerselbstverlag
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X
X2 42

Beispiel 3: f(x) =

Die Funktion f(x)= ist bereits in Aufgabe 7.3 mit Hilfe der Qu orden.

x> +2

Wie dort in der Sprechblase erwahnt, kann man hier auch die
bringen, wenn man die Funktion wie folgt umformt: f(x)=x-
unten und vergleichen Sie anschliellend den Rechena

| zu Anwendung
SI€ die Rechenschritte

Ubergeordnete Regel:
Die Funktion I&sst sich
das Produkt u(x) und v
Damit ist die B
Ubergeordng

Erganzender Tip: \
ic. weder bei der Anwendung der

! noch bei dem hier gezeigten

im Nenner auf, sondern

gern bei. Das bringt bei der
beim Vereinfachen des
\azu Ubung 7.5 /

hnung © Ursula Pirkl
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" u'v—-v'u
5) (6) f'(x)="——
v Hinweis zum Kiirzen
(6) Man darf bei ei
N i +2)7 —4x(x2+72)(2- %) kiirzen, wenn
(6)>(7) (1) f'(x)= 7 427 Summand im
(7)>(8)
(8)>(9) () )=
(9)>(10) 3
9) Frx) =25
(x“+2)
Vergleich des Rechenaufwands: Begriindung:
e elte A el&r Funktion f'(x)=—; 2 [ (vgl. Beispiel
x?
e 7.3 und Belsp abe 7.4)¢ pnzen Sie die fehlenden Angaben in der Rechnung, ie far die folgen onen e und zweite Ableitung. Beachten Sie dabei, dass Sie

en Sie, ur dle g der zweiten Ableitung gunstig ist, die Klammern des isse gegegene algeb i ormen mussen, um das angegebene Vergleichs-
erhalten.
Nenner v& = ht aufzulésen

Ubergeordnete Regel:
Quotientenre die

15 Lehrerselbstverlag hnung © Ursula Pirkl
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Ubung 7.7

Bei den folgenden Aufgaben missen mehrere Ableitungsregeln in einer Aufga
Legen Sie, wie im Beispiel, zunachst immer fest, welche Regel die Ub
und welche Regel untergeordnet angewendet werden muss. Wende
Kettenregel an, um die Funktionen abzuleiten

a) f(x)=x-sin (2x) b) f(x)=(2x-1)(3x+4)? C)
d) f(x) = 3xy/1+3x e) f(x)=x+2sinx fi(
9) )= s ) olz) =252 t

hnung © Ursula Pirkl
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Ubung 7.8 Erganzende und vertiefende Ubungen zu den Ableitungsregeln
Bestimmen Sie f '(x), wenn g und h differenzierbare Funktionen sind: Ubung 7.9
_ ) _g(x Bei den folgenden Funktionen liegen Dreifachverkettung f(x) = w(v(u ie sich die
a) f(x) = g(x)-h(x) b) f(x)= h(x) Vorgehensweise im folgenden Beispiel und verfahren Sie in den folge 0 analog dazu.
2
d) f(x) =h(x) e) f(x)=(g(x)-h(x))

Der Ausdruck wird von innen
heraus schrittweise in innere und
aullere Funktionen zerlegt. Die
jeweiligen Funktionen werden
durch u(x), v(u) und w(v)

W =4V st
substituiert. 3

2 Funktion

Beispiel: f(x)

"W'

1 (x3) Nach der Berechnung der
- — Ableitungen wird schrittweise
28 sin(x°) zurlcksubstituiert.

f'(x)=3x2-

Anmerk :

Da die Schreibweig.. Strich von ... “ fUr die Ableitung nach x vereinbart wurde (vgl.
Kapitel 2 Information 2.1), jedoch die auReren Funktionen v hier nach u und w hier nach
v abgeleitet w ist die in diesem Beispiel verwendete Schreibweise v' und w*

inwandfrei, ermdglicht jedoch eine Ubersichtliche
aler Sicht ist die folgende Darstellung

1 _ 3x*cos

f'(x)=3x2-cos(x3)-2 Sn0c) =5

Ursula Pirkl

15 Lehrerselbstverlag

hnung © Ursula Pirkl



-156 - Produkt- Quotienten- und Kettenregel

\\

Oberstudienratin Ursula Pirkl Y >

Differenzialrech o P
selbstorganisi o e

Verfahren Sie analog zum Beispielen

a) f(x) = (1+/x )2 b) f(x) = sin(1+x)?
e) f(x) =4/1 — sin?(x)

d) f(x) = (sin (2x))?

Ableitung von
antialfunktione
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Kapitel 8: Ableitung von Exponentialfunktionen

In(x) usw.), mit Hilfe des Differenzialquotienten und den dazu notwengg
berechnet werden. Diese Beweise findet man in den Fachblchern u
Quellen. Zudem gehdren die Beweise dieser Ableitungsregeln zum In
vorlesungen an Hochschulen und Universitaten. Im Rahmen i
derartige Beweise nicht herangezogen und die Ableitung ledi

Aufgabe 8.1

O

usschni&e
4

P <

& ktionswert im

t und tragen Sie den Wert in

Ermittlung der Ableitung von f(x) = e* mit

In den Abbildungen unten ist jewell
Koordinatensystem einschlief3lic

a) Erganzen Sie in jeder A

b) Berechnen Sie flirg

ung ein geeignetes

35

-2 -1.5~1 -0.5

hnung © Ursula Pirkl
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Kapitel 8

i i Steiguga im B8
x-Koordinate Beruhrpunkt Fugzggﬁfg:’liﬁt'm 9
Xo y = f(Xo) = g¥o
Xo = -1 f(xo) =
xo =-0,5 f(xo) =
Xo=0 f(Xo) =
Xo = 0,5
XO = 1 =

e % erte von f( n Wer’t@%)-

en Sie e@@m, inde | n Merksatz im Kasten vervollstandigen.

Merke: Fur den Zusammenhang zwischen der Funktion f(x) = €* und ihrer Ableitung gilt:

ammenhang ist nur\
; Exponent

ie Variable,
wird, also
anderen
yregel

ammfunktion von f(x) an, falls Sie schon mit den Grundlagen

tionzuf(x)=e* F(x) =

15 Lehrerselbstverlag
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Aufgabe 8.2

Anwendung der Ableitungsregeln bei e-Funktionen.

gt
demExponent
ier, aus

nktion besteht.

a) Kettenregel bei linear verketteten Funktionen der

f(x):eax+b

F1(x) = |nn.ere .
Ableitung

f'(x)= u'

Tafelwerken fi
auch die%
f(x) = e"™® = ¥ f{(x) é

bleiten der e-Funktion am Beispiel (1) und

hnung © Ursula Pirkl
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b) Konstantenregel am Beispiel f(x) = ce®*?

ax+b

f(x) =ce
f(x) =c-u(x)
f'(x)=|[Konstante|-|Ableitung u(x)|

f'(x)= c : u'(x)

ax+b ax+b

f'(x)=a-ce®™™ =ace

Verdeutlichen Sie sich die Re

\g

O\
Q&"“ﬁ(&?”

(1)

15 Lehrerselbstverlag
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c) Summenregel am Beispiel f(x) = x" + ce?*®

ax+b

f(x) = x" + ce
:?;7 v(x)
unktionen
Zeichen

F(x) = Ableitung Ableitung gf. _ei dem
1.Summand 2. Summand och die Kettenregel

f'(x)= u'(x) + v'(x) de %V ()X\)/c?r?zben

f'(x) = nx""'  + J

<
d (3).

ritte zu ermitteln.

Verdeutlichen Sie sich die Re
Versuchen Sie hier die Ableit

ﬁhle Beispi
ri e Zwis,

V(X)

2
1 (a)
a=—-—Xx+3 b=4e
a'=——

O
;M.

b' = 4e®

Zwischenschritte fur v'(x) \

V(X) — 362x+5
\_V_J
b(a(x))

hnung © Ursula Pirkl
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d) Produkt- und Kettenregel am Beispiel f(x) = x?e™ (vgl. das Vorgehen mit abe 7.4) Erganzende und vertiefende Betrachtungen
Ubergeordnete Regel: Aufgabe 8.3
Produktregel mit
u(x) = x? und v(x) = e Ableiten einer e-Funktion mit nichtlinearer Verkettung
L Die in Aufgabe 8.2 erarbeiteten Ableitungsregeln
f(x) =x’e* = x*- e~ konnen direkt auf e-Funktionen mit nichtlinearen
W v \ Exponenten tbertragen werden. Zeigen Sie, dass die
— y2 — X e
EERE A ' oite Al - Funktion f(x)=e 2 (s. Abbildung Abb. 8.3.1) an den
u'=2x v’ A S klammern, Stellen x = 1 und x = —1 Wendepunkte besit X
f'(x)=u'v+v'u in ratio tor und ein 3 4
fi(x)=2x-e™ +(-e™) - x? ?ch?errfin SR (Kontrollergebnis 2. Ableitung: f"(x
=2xe* —x%™* En ei Abb.8.3.1
=(2x-x?*)e™* /

Ergénzen Sie in d

(1)

chenschritte fur v'(x) \

V(X):e—x+1
b(a(x))
a=___ __b=__
a'= b'=

f'(x)=3e™"(1-x)

\

henschritte fur v'(x)

15 Lehrerselbstverlag hnung © Ursula Pirkl



-164 - Ableitung von Exponentialfunktionen Kapitel 8

Aufgabe 8.4

Ableiten einer beliebigen Exponentialfunktion zur Basis a Oberstudienratin Ursula Pirkl

Verdeutlichen Sie sich die Vorgehensweise bei der Ableitung der allg

Basis a. Vollziehen Sie anschliefend die Umformungen anh nach und

Differenzialrechfa

zeigen Sie, dass diese Funktion die zweite Ableitung '

f(x)=a"
Umformen der gegebenen Funktion ine
ez(x) — ax
In(e*™)=In(a*)
z(x)Ine =
f(X) — exIn(a)
Ermitteln

Ursula Pirkl 15 Lehrerselbstverlag
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Kapitel 9: Ableitung der Logarithmusfunktion

Aufgabe 9.1

Ermittlung der Ableitung von f(x) = In(x) mit Hilfe der Steigung v

Entsprechend zur Vorgehensweise bei der Exponentialfunkti ng der Funktion

f(x) = In(x) anhand graphischer Uberlegungen empirisch herg Zeichenungenauig-
keiten weitgehend zu vermeiden, werden in den folge ' die Funktion f(x) = In(x)

und eine Tangente dargestellt.
n& enen Stellen
i

‘ elle auf der
« O

a) Ermitteln Sie die Steigung der Tangenten
mit Hilfe eines geeigneten Steigungsdrei
folgenden Seite ein. Arbeiten Sie so sorg

Tangente an der Stelle x =

NN

y
b

1

N | w

Ta e an der St»= 1 oei Tangente an der Stelle x =

b
1

\ &

'i

Tangente an de

A

Tangente an der Stelle x =

b J
1
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b) Berechnen Sie die Steigung, indem Sie die abgelesenen Werte von Ay und
Sie das Ergebnis sinnvoll gerundet als Dezimalzahl an.

und geben

x-Koordinate im Ay
Beruhrpunkt xo

Men Sie el nis, inda%en Merksatz im Kasten vervollstandigen.

Merke: Fur den Zusammenhang zwischen der Funktion f(x) = In(x) und ihrer Ableitung gilt:

f'(x) = —

Ergédnzung Integralrechnung:

Geben Sie an, falls Sie schon mit den

15 Lehrerselbstverlag
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Aufgabe 9.2

Anwendung der Ableitungsregeln bei In-Funktionen.

a) Erlautern Sie die Umformungsschritte bei der Ermittlung der Ablei die beiden

dargestellten Rechenwege.
Rechenweg 1:

(1) f(x) =In(ax)

Rechenweg 2:

(1) f(x) =In(ax)

hnung © Ursula Pirkl




-168 - Ableitung der Logarithmusfunktion Kapitel 9 Kapitel 9 Ableitung der Logarithmusfunktion -169 -

b) Zeigen Sie mit beiden unter Aufgabenteil a) verwendeten Rechenwegen, dagg fi ' C) Zeigen Sie mit beiden unter Aufgabenteil a) verwendeten Rechenwegen, dagg fir itung von

f(x) = In(ax") gilt: f'(x) - und f'"(x) = —12. Berlcksichtigen Sie dabei das f(x)= |n[ijgilt: f'(x) = N ound f"(x) 212_
X X bx" X X

In(a®)=blIn(a) (vgl. Band ,Grundlegendes zu Algebra und Funkti

Ursula Pirkl 15 Lehrerselbstverlag hnung © Ursula Pirkl
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